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К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫМИ
СИСТЕМАМИ

Рассматривается нелинейная управляемая система в конечномерном евклидовом пространстве. Для

нее формулируются некоторые задачи управления. Обсуждается подход к решению задач, основан-

ный на привлечении множеств достижимости и интегральных воронок управляемых систем и соот-

ветствующих дифференциальных включений. Из-за сложности рассматриваемых задач управления

аналитическое представление решений для нетривиальных управляемых систем невозможно, и по-

этому в настоящей работе основное внимание уделено вопросам приближенного конструирования

решений задач. Эти вопросы связаны прежде всего с приближенным конструированием множеств

достижимости и интегральных воронок управляемых систем. В работе также рассматриваются за-

дачи об оптимальном быстродействии некоторых нелинейных управляемых систем, в частности,

задачи с фазовыми ограничениями. В работе приведены примеры.
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Введение

Изучаются некоторые задачи управления нелинейных управляемых систем в конечно-

мерных евклидовых пространствах. Обсуждается подход к их решению, основанный на ис-

пользовании множеств достижимости и интегральных воронок управляемых систем. В рам-

ках этого подхода рассматриваются вопросы и проблемы, относящиеся к приближенному

вычислению множеств достижимости управляемых систем. В работе рассматриваются так-

же задачи об оптимальном быстродействии некоторых нелинейных управляемых систем,

зависящих от параметра, и, в частности, — управляемых систем с фазовыми ограничени-

ями. Работа примыкает к [1–40], в которых изучаются, в частности, задачи о сближении

управляемых систем в конечномерных евклидовых пространствах.

§ 1. Нелинейные управляемые системы: множества достижимости и интегральные
воронки

Задано векторное дифференциальное уравнение

dx

dt
= f(t, x, u) (1.1)

на промежутке времени [t0,∞), где x = (x1, x2, . . . , xn) — фазовый вектор в R
n, u = (u1, u2,

. . . , ur) — вектор из компакта P в R
r.

Считаем, что управление u(·) =
(
u(t) : t ∈ [t0,∞)

)
— измеримая по Лебегу вектор-

функция на [t0,∞), удовлетворяющая

u(t) ∈ P, t ∈ [t0,∞). (1.2)

Такие вектор-функции u(·) будем называть допустимыми управлениями.
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Предполагаем, что правая часть уравнения (1.1) удовлетворяет условиям:

(A) вектор-функция f(t, x, u) непрерывна по t, x, u на [t0,∞)×R
n×P и локально липши-

цева по x: для любой ограниченной и замкнутой области D ⊂ [t0,∞)× R
n найдется

константа L = L(D) ∈ (0,∞), удовлетворяющая

‖f(t, x∗, u)− f(t, x∗, u)‖ 6 L‖x∗ − x∗‖, (t, x∗, u), (t, x
∗, u) ∈ D × P ;

здесь ‖f‖ — евклидова норма вектора f ∈ R
n;

(B) справедливо неравенство

‖f(t, x, u)‖ 6 γ(1 + ‖x‖), (t, x, u) ∈ [t0,∞)× R
n × P, γ ∈ (0,∞).

При условиях A, B, наложенных на систему (1.1), получаем, что при любых (t0, x0) ∈ R
n+1

и допустимом управлении u(·) (1.2) существует единственное решение x(t), x(t0) = x0,

уравнения (1.1) — абсолютно непрерывная на [t0,∞) вектор-функция, удовлетворяющая

dx(t)

dt
= f

(
t, x(t), u(t)

)
п. в. на [t0,∞).

Это решение мы называем движением системы (1.1) с начальным условием x(t0) = x0.

Определение 1.1. Множество всех x∗ ∈ R
n таких, что x∗ = x(t∗) для некоторого движе-

ния x(t), x(t0) = x0, назовем множеством достижимости X(t∗, t0, x0) системы (1.1), отвеча-

ющим моменту t∗ и начальному условию x(t0) = x0.

Наряду с фазовым пространством R
n будем рассматривать расширенное пространство

[t0, ϑ]× R
n позиций (t, x) системы (1.1).

Определение 1.2. Множество X(t0, x0) =
⋃

t∈[t0,∞)

(
t, X(t, t0, x0)

)
в пространстве [t0,∞)× R

n

позиций системы (1.1) назовем интегральной воронкой системы (1.1) с начальной позици-

ей (t0, x0).

Здесь обозначено (t, X) =
{
(t, x) : t ∈ [t0,∞), x ∈ X}, X ⊂ R

n.

Наряду с системой (1.1) введем дифференциальное включение (д. в.)

dx

dt
∈ F (t, x), t ∈ [t0,∞); (1.3)

здесь F (t, x) = co
{
f(t, x, u) : u ∈ P

}
, coF — выпуклая оболочка множества F в R

n.

Справедливо равенство

Y (t∗, t0, x0) = clX(t∗, t0, x0), (t0, x0) ∈ R
n+1, t∗ ∈ [t0,∞); (1.4)

здесь clX — замыкание множества X в R
n, Y (t∗, t0, x0) — множество достижимости

д. в. (1.4), отвечающее моменту t∗ и начальному условию x(t0) = x0.

Одним из основных соотношений, привлеченных в работе к изучению и приближенному

построению множеств достижимости X(t∗, t0, x0) и Y (t∗, t0, x0), является полугрупповое

свойство этих множеств

X(t∗, t0, x0) = X
(
t∗, t∗, X(t∗, t0, x0)

)
,

Y (t∗, t0, x0) = Y
(
t∗, t∗, Y (t∗, t0, x0)

)
;

(1.5)
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здесь обозначено

X
(
t∗, t∗, X(t∗)

)
=

⋃

x∗∈X(t∗)

X
(
t∗, t∗, X(t∗)

)
, Y

(
t∗, t∗, Y (t∗)

)
=

⋃

x∗∈Y (t∗)

Y
(
t∗, t∗, x∗

)
,

где X(t∗), Y (t∗) — множества в R
n.

Полугрупповое свойство (1.5) положено нами в основу приближенного вычисления мно-

жеств X(t∗, t0, x0), Y (t∗, t0, x0) при рассмотрении тех управляемых систем (1.1), для кото-

рых не удается получить эффективное аналитическое описание множеств достижимости.

При этом есть различные подходы к такому приближенному вычислению.

В этой работе полугрупповое свойство вкупе с дискретизацией промежутка времени

[t0,∞) (подменой времени t набором моментов ti ∈ [t0,∞), i ∈ N) и последующим при-

менением к системе (1.1) или д. в. (1.3) идеологии ломаных Эйлера дает нам возможность

сформировать достаточно точные пошаговые (по времени) конструкции приближенного вы-

числения множеств X(t∗, t0, x0), Y (t∗, t0, x0) и множеств X(t∗, t0, X0), Y (t∗, t0, Y0) более

общего вида, где X0, Y0 — компакты в фазовом пространстве R
n.

Применяемый в работе метод есть не что иное как метод Эйлера в приложении к управ-

ляемым системам и дифференциальным включениям. Сам по себе без каких-либо допол-

нений этот метод еще не позволяет непосредственно вычислять множества достижимости,

но он представляет собой важный фрагмент в конструировании аппроксимаций этих мно-

жеств.

§ 2. Аппроксимация множеств достижимости дифференциальных включений
на промежутке [t0, ϑ], ϑ < ∞

От системы (1.1) на [t0,∞) перейдем к дифференциальному включению (1.3) на [t0, ϑ]

dx

dt
∈ F (t, x) = co

{
f(t, x, u) : u ∈ P

}
. (2.1)

Так как правая часть системы (1.1) удовлетворяет условиям A, B, то многозначное

отображение (t, x) 7→ F (t, x) удовлетворяет условиям:

(C.1) F (t, x) — выпуклый компакт в R
n при (t, x) ∈ [t0, ϑ]× R

n;

(C.2) отображение (t, x) 7→ F (t, x) непрерывно на [t0, ϑ]× R
n;

(C.3) отображение (t, x) 7→ F (t, x) локально липшицево по x (с константой L = L(D)
из условия A): для любой ограниченной замкнутой области D ⊂ [t0, ϑ] × R

n выпол-

няется

d
(
F (t, x∗), F (t, x∗)

)
6 L‖x∗ − x∗‖, (t, x∗), (t, x

∗) ∈ D;

(C.4) отображение (t, x) 7→ F (t, x) удовлетворяет неравенству

max
f∈F (t,x)

‖f‖ 6 γ
(
1 + ‖x‖

)
, (t, x) ∈ [t0, ϑ]× R

n.

Здесь d(F∗, F
∗) = max

(
h(F∗, F

∗), h(F ∗, F∗)
)

— хаусдорфово расстояние между F∗ и F ∗;

h(F∗, F
∗) = max

f∗∈F∗

ρ(f∗, F
∗) — хаусдорфово отклонение F∗ от F ∗; ρ(f∗, F

∗) = min
f∗∈F ∗

‖f∗ − f ∗‖,

F∗ и F ∗ — компакты в R
n.

Пусть X0 — некоторый компакт в R
n.

В следующих рассуждениях изучаем и аппроксимируем Y (t∗, t0, X0) = clX(t∗, t0, X0),
t∗ ∈ [t0, ϑ], — множества достижимости дифференциального включения (2.1).

Из C.1–C.4 вытекает, что существует цилиндр D = [t0, ϑ]×G ⊂ [t0, ϑ]×R
n, для которого

Y (t∗, t0, X0) + ε∗B ⊂ G при t∗ ∈ [t0, ϑ];
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здесь G — замкнутый шар в R
n конечного радиуса, B — замкнутый шар в R

n единичного

радиуса с центром в 0 ∈ R
n, ε∗ — некоторое положительное число.

Принимая во внимание это замечание, считаем, что все компоненты формируемой кон-

струкции, ориентированной на аппроксимацию множеств достижимости д. в., содержатся

в цилиндре D. Именно этот цилиндр вместе с константой Липшица L = L(D) имеем в виду

ниже.

Полагаем

K = max
{
‖f‖ : f ∈ F (t, x), (t, x) ∈ D

}
∈ (0,∞). (2.2)

Введем разбиение Γ =
{
t0, t1, . . . , tN−1, tN = ϑ

}
промежутка [t0, ϑ], где ∆i = ti+1 − ti =

= ∆ = const > 0, i = 0, N − 1.
Сначала определим множество Ỹ (t1, t0, X0) — аппроксимацию множества Y (t1, t0, X0),

и оценим близость между множествами Y (t1, t0, X0) и Ỹ (t1, t0, X0) в хаусдорфовой метрике.

Введем набор множеств

Y0 = X0, Yi+1 = Y (ti+1, ti, Yi), i = 0, N − 1. (2.3)

Принимая во внимание (2.3) и полугрупповое свойство множеств достижимости д. в. (2.1),

получаем YN = Y (ϑ, t0, Y0). Множество YN можно было бы вычислить точно по рекур-

рентным формулам (2.3), если бы могли вычислять точно по формулам (2.3) промежуточ-

ные множества Yi+1, отвечающие моментам ti+1 разбиения Γ. Однако далеко не для всех

д. в. (2.1) мы в состоянии вычислять множества Yi+1 по множествам Yi. Тем не менее до-

статочная густота разбиения Γ, соответствующая ей близость моментов ti и ti+1 и усло-

вия C.1–C.4 дают уверенность в том, что возможно провести достаточно точное прибли-

женное вычисление множеств Yi и, в конечном итоге, — множества YN .

К приближенному вычислению YN = Y (ϑ, t0, Y0) привлечем рекуррентные соотноше-

ния (2.3), реализуя их пошагово в несколько этапов.

Первый этап вычислений соответствует начальному промежутку [t0, t1] разбиения Γ,

который рассмотрим детально.

Пусть x0 ∈ Y0. Введем множество достижимости

Ỹ (t1, t0, x0) = x0 +∆0F (t0, x0) ⊂ R
n

дифференциального включения

dx

dt
∈ F (t0, x0), x(t0) = x0, t ∈ [t0, t1],

отвечающее моменту t1.
Ỹ (t1, t0, x0) есть некоторая аппроксимация множества Y (t1, t0, x0) д. в. (2.1) с начальным

условием x(t0) = x0. Очевидно, что Ỹ (t1, t0, x0) вычисляется проще (то есть более доступ-

но для вычислений), чем Y (t1, t0, x0), и обладает хорошей геометрией: оно гомотетично

выпуклому компакту F (t0, x0) в R
n с коэффициентом гомотетии ∆0 > 0.

Покажем, что хаусдорфово расстояние d
(
Y (t1, t0, x0), Ỹ (t1, t0, x0)

)
между Y (t1, t0, x0)

и Ỹ (t1, t0, x0) есть величина более высокого порядка малости, чем первый, относитель-

но ∆0.

Учитывая C.2, введем в рассмотрение модуль непрерывности отображения (t, x) 7→
7→ F (t, x) на D

ω∗(σ) = max
{
d
(
F (t∗, x∗), F (t∗, x∗)

)
: (t∗, x∗) и (t∗, x∗) из D, |t∗−t∗|+‖x∗−x∗‖ 6 σ

}
, σ > 0.

Согласно определению, ω∗(σ) ↓ 0 при σ ↓ 0.
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Справедливо следующее неравенство

d
(
Y (t1, t0, x0), Ỹ (t1, t0, x0)

)
6 ω(∆0); (2.4)

здесь ω(σ) = σω∗
(
(1 +K)σ

)
, σ > 0; K = K(D) определено выражением (2.2).

Полагаем Y0 — компакт в R
n, а также

Y (t1, t0, Y0) =
⋃

x0∈Y0

Y (t1, t0, x0), Ỹ (t1, t0, Y0) =
⋃

x0∈Y0

Ỹ (t1, t0, x0).

Принимая во внимание (2.4), получаем

d
(
Y (t1, t0, Y0), Ỹ (t1, t0, Y0)

)
6 ω(∆0). (2.5)

Оценка (2.5) указывает на хорошую степень близости по переменной ∆0 множеств

Y (t1, t0, Y0) и Ỹ (t1, t0, Y0) — более высокого порядка малости по ∆0, чем первый.

Пусть теперь [t∗, t
∗] — произвольный промежуток времени из [t0, ϑ] и Y∗, Y

∗ — произ-

вольные компакты в R
n, удовлетворяющие (t∗, Y∗), (t

∗, Y ∗) ⊂ D.

Обозначим

Ỹ (t∗, t∗, Y∗) =
⋃

x∗∈Y∗

Ỹ (t∗, t∗, x∗), где Ỹ (t∗, t∗, x∗) = x∗ + σF (t∗, x∗), σ = t∗ − t∗ > 0.

Аналогично (2.5) имеем следующую оценку

d
(
Y (t∗, t∗, x∗), Ỹ (t∗, t∗, x∗)

)
6 ω(σ). (2.6)

Принимая также во внимание условие C.3, имеем

d
(
Ỹ (t∗, t∗, Y∗), Ỹ (t∗, t∗, Y

∗)
)
6 eLσd(Y∗, Y

∗). (2.7)

Многозначное отображение t 7→ Ỹ (t) = Ỹ (t, ti, Ỹi), t ∈ [ti, ti+1], i = 0, N − 1, есть свое-

образная ломаная Эйлера д. в. (2.1) на промежутке [t0, ϑ] с начальным множеством Ỹ0 = Y0,

«узловыми точками» которой являются множества

Ỹ0 = Y0, Ỹi = Ỹ (ti, ti−1, Ỹi−1), i = 1, N.

Оценим сверху в хаусдорфовой метрике расстояние между Yi = Y (ti, t0, Y0) и Ỹi, i = 1, N .

Выпишем следующую рекуррентную оценку, отвечающую моменту ti, i = 1, N , разбие-

ния Γ

d(Yi, Ỹi) = d
(
Y (ti, ti−1, Yi−1), Ỹ (ti, ti−1, Ỹi−1)

)
6 d

(
Y (ti, ti−1, Yi−1), Ỹ (ti, ti−1, Yi−1)

)
+

+ d
(
Ỹ (ti, ti−1, Yi−1), Ỹ (ti, ti−1, Ỹi−1)

)
6 ω(∆i−1) + eL∆i−1d(Yi−1, Ỹi−1).

(2.8)

Здесь при выводе оценки (2.8) приняты во внимание (2.6) и (2.7).

Подставляя в правую часть оценки (2.8) соответствующую оценку сверху величины

d(Yi−1, Ỹi−1) и продолжая эту процедуру подстановки верхних оценок далее, получим сле-

дующую оценку величины d(Yi, Ỹi):

d(Yi, Ỹi) 6 eL(ti−t0)
i−1∑

j=0

ω(∆j−1) 6 eL(ti−t0)(ti − t0)ω
∗
(
(1 +K)∆

)
, tj ∈ Γ; (2.9)

здесь ∆ = max
j=0,N−1

∆j−1 — диаметр разбиения Γ (см. с. 102).
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Обратим теперь внимание на описание аппроксимаций интегральной воронки

Y (t0, Y0) =
⋃

t∈[t0,ϑ]

(
t, Y (t, t0, Y0)

)

на промежутке [t0, ϑ]. Введем множества

YΓ(t0, Y0) =
⋃

ti∈Γ

(ti, Yi), Ỹ Γ(t0, Y0) =
⋃

ti∈Γ

(ti, Ỹi);

здесь YΓ(t0, Y0) и ỸΓ(t0, Y0) — соответственно дискретные по t представляения интегральной

воронки Y (t0, Y0) и ее аппроксимация в [t0, ϑ]× R
n.

Из (2.9) следует оценка

d
(
YΓ(t0, Y0), ỸΓ(t0, Y0)

)
6 eL(ϑ−t0)(ϑ− t0)ω

∗
(
(1 +K)∆

)
. (2.10)

Кроме того, для любых промежутка [ti, ti+1] разбиения Γ и момента t ∈ [ti, ti+1] выполняется

d
((

t, Y (t)
)
,
(
ti, Y (ti)

))
6 (1 +K)∆. (2.11)

Учитывая (2.10) и (2.11), получаем, что справедливо утверждение

Теорема 2.1. Интегральная воронка Y (t0, Y0) и ее аппроксимация Ỹ Γ(t0, Y0), отвечающая

разбиению Γ промежутка [t0, ϑ], стеснены оценкой

d
(
Y (t0, Y0), ỸΓ(t0, Y0)

)
6 (1 +K)∆ + eL(ϑ−t0)(ϑ− t0)ω

∗
(
(1 +K)∆

)
. (2.12)

Из оценки (2.12) следует

d
(
Y (t0, Y0), ỸΓ(t0, Y0)

)
→ 0 при ∆ ↓ 0.

Оценка (2.12) составляет теоретическую основу для формирования алгоритмов прибли-

женного вычисления интегральных воронок Y (t0, Y0) д. в. (2.1) на [t0, ϑ] с использованием

множеств Ỹ (t0, Y0).
Заметим, однако, что описанная дискретизация, служащая целям вычисления множеств

Y (t0, Y0) в [t0, ϑ] × R
n (точнее, — в области D), затронула лишь время t ∈ [t0, ϑ], переведя

промежуток [t0, ϑ] в разбиение Γ. В общем случае управляемых систем (1.1) и соответству-

ющих им дифференциальных включений лишь только этой дискретизации недостаточно

для эффективного приближенного вычисления множеств достижимости и интегральных

воронок. Полученные в процессе такой дискретизации множества Ỹ (t0, Y0) мы вычислить

не в состоянии: необходимы еще некоторые шаги по дискретизации, которые бы дополни-

ли приведение процесса дискретизации к формированию эффективных алгоритмов прибли-

женного вычисления множеств Y (t0, Y0).
Выделим некоторые основные подходы, ведущие к эффективному приближенному вы-

числению множеств достижимости и интегральных воронок:

(1) аппроксимация в фазовом пространстве R
n множеств Ỹi, i = 1, N , эллипсоидами, так

называемая эллипсоидальная аппроксимация;

(2) аппроксимация в R
n множеств Ỹi, i = 1, N , многогранниками и полиэдрами, не обя-

зательно выпуклыми;

(3) аппроксимация в R
n множеств Ỹi, i = 1, N , набором пикселей.
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Исследование и разработка алгоритмов по тематике аппроксимации множеств достижи-

мости и интегральных воронок проводятся в ряде научных центров России. Так, технологии

аппроксимации множеств достижимости управляемых систем и дифференциальных вклю-

чений развиваются в научных школах А. Б. Куржанского [2–10] и Ф. Л. Черноусько [11–19],

начиная с 70-х годов предыдущего столетия. Они оказываются весьма эффективными в при-

менении к исследованию различных классов управляемых систем в конечномерных евкли-

довых пространствах (см., например, [20, 21]). В Екатеринбурге в Институте математики

и механики им. Н. Н. Красовского УрО РАН Е. К. Костоусовой разрабатываются алгорит-

мы приближенного вычисления множеств достижимости и трубок траектории управляемых

систем полиэдрами (см., например, [22, 23]).

В. С. Пацко и его сотрудники разрабатывают алгоритмы вычисления и приближенного

вычисления для конструирования решений многих задач управления линейными и не толь-

ко линейными системами. Эти алгоритмы включают в себя алгоритмы конструирования

множеств достижимости управляемых систем и на их основе выделений оптимальных ре-

шений в задачах оптимального управления (см., например, [24–26]). Выделим также ши-

рокий круг исследований А. Ю. Горнова, посвященных разработке алгоритмов приближен-

ного конструирования множеств достижимости управляемых систем для различных при-

кладных задач управления (см., например, [27–29]). В течение нескольких последних лет

в центре внимания В. Н. Ушакова и его коллег находятся задачи приближенного конструи-

рования множеств достижимости и интегральных воронок управляемых систем (см., напри-

мер, [30–33]). Для решения этих задач привлекаются, в частности, пиксельные алгоритмы

конструирования множеств разрешимости.

Отметим также следующие работы, касающиеся проблемы конструирования множеств

достижимости и интегральных воронок управляемых систем и дифференциальных вклю-

чений [34–38].

§ 3. Множества достижимости и интегральные воронки в применении к задачам
оптимального управления

В этом параграфе обратим внимание на то, как конструкции множеств достижимо-

сти и интегральных воронок можно эффективно применить при формировании алгорит-

мов решения некоторых задач оптимального управления. К таким задачам относится одна

из наиболее известных задач — задача об оптимальном быстродействии управляемой систе-

мы. В достаточно простых задачах об оптимальном быстродействии подход, основанный

на привлечении множеств достижимости управляемых систем и интегральных воронок,

позволяет найти точное аналитическое решение задачи. Это случается тогда, когда дина-

мика управляемой системы и геометрия начального множества (и целевого множества, ес-

ли оно присутствует в формулировке задачи) довольно простые. Это утверждение будет

подтверждено в следующем параграфе на примере известной задачи Цермело (см. [39]).

Однако управляемую систему в этой задаче можно так незначительно изменить, что по-

лучение аналитического решения окажется невозможным. В связи с подобными задачами

с необходимостью встает вопрос о приближенном (но достаточно точном) ее решении.

Сформулируем в достаточно общей форме задачу об оптимальном быстродействии для

системы (1.1) в предположении, что множества достижимости X(t∗, t0, x0), t ∈ [t0,∞) за-

мкнуты в R
n.

Задача 3.1. Пусть M — замкнутое множество в R
n. Среди допустимых управлений u(·) =

=
(
u(t), t ∈ [t0,∞)

)
требуется выделить управление u0(·) =

(
u0(t), t ∈ [t0,∞)

)
, переводя-

щее движение x0(t), t ∈ [t0,∞), из начального состояния x(t0) = x0 /∈ M на множество M
за наименьшее время.
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Уточним, что понимаем под управлением u0(·). Допустим, что некоторое движение x(·)
на [t0,∞), порожденное допустимым управлением u(·), таково, что существуют моменты

t∗ ∈ (t0,∞), x(t∗) ∈ M .

Учитывая непрерывность функции x(t) и замкнутость целевого множества M в R
n,

получаем, что существует момент t
(
x(·)

)
= min

{
t∗ ∈ (t0,∞) : x(t∗) ∈ M} > t0.

Справедливы соотношения

x(t) /∈ M при t ∈
(
t0, t

(
x(·)

))
и x

(
t
(
x(·)

))
∈ M.

Следовательно, t
(
x(·)

)
есть первый момент попадания движения x(·) системы (1.1)

на M (см. рис. 1).

x(t)

x(t)

x(t)

x
(
t
(
x(·)

))
M

x(t0) = x0

R
n

Рис. 1. Первый момент t
(
x(·)

)
попадания движения x(·) на M

В случае, если для движения x(·) на [t0,∞) выполняется x(t) /∈ M при t ∈ (t0,∞),
получаем t

(
x(·)

)
= +∞.

Вместе с тем на движениях x(·), x(t0) = x0, системы (1.1) определен функционал

t
(
x(·)

)
> t0, принимающий конечные или бесконечные значения.

Полагая t0 = 0, введем величину

T 0(t0, x0) = inf
x(·)

t
(
x(·)

)
> 0. (3.1)

T 0(t0, x0) — время оптимального быстродействия для системы (1.1) в позиции (t0, x0) си-

стемы.

Здесь перебор в правой части (3.1) осуществляется по движениям x(·), x(t0) = x0,

системы (1.1), порожденным возможными допустимыми управлениями u(·).
Допустим, что T 0(t0, x0) < +∞ для некоторой позиции (t0, x0). В этом случае, учиты-

вая замкнутость множеств X(t∗, t0, x0), t
∗ ∈ (t0,∞), M в R

n и непрерывную зависимость

(в хаусдорфовой метрике) сечений
(
t∗, X(t∗, t0, x0)

)
интегральной воронки X(t0, x0) систе-

мы (1.1) от t∗ на [t0,∞), получаем

T 0(t0, x0) = min
{
t∗ ∈ (t0,∞) : X(t∗, t0, x0)

⋂
M 6= ∅

}

(см. рис. 2).
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0

xn

x1

R
n

X(T 0, t0, x0) = X
(
T 0(t0, x0), t0, x0

)

M

X(t∗, t0, x0)

x0

Рис. 2. Множество X(T 0, t0, x0)

Ситуацию, изображенную на рис. 2, представим теперь в расширенном пространстве

[t0,∞)× R
n.

В [t0,∞)× R
n целевому множеству M в R

n соответствует цилиндр M∗ = [t0,∞)×M ,

а множествам достижимости X(t∗, t0, x0), t
∗ ∈ [t0,∞), соответствует интегральная ворон-

ка X(t0, x0) системы (1.1) с ее сечениями
(
t∗, X(t∗, t0, x0)

)
, t∗ ∈ [t0,∞) (см. рис. 3). На этом

рисунке изображены (t0,M) =
{
(t0, x) : x ∈ M

}
,

(
T 0, X(T 0, t0, x0)

)
=

{
(T 0, x) : x ∈ X(T 0, t0, x0)

}
, T 0 = T 0(t0, x0).

0

xn

x1

t

R
n

X(t0, x0)
(
T 0,X(T 0, t0, x0)

)

(
t,X(t, t0, x0)

)
(t0, x0)

M∗
(t0,M)

Рис. 3. Момент T 0 встречи множеств
(
t, X(t, t0, x0)

)
с множеством M∗
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Момент T 0 есть первый момент встречи сечений
(
t∗, X(t∗, t0, x0)

)
интегральной ворон-

ки X(t0, x0) системы (1.1) с сечениями (t∗,M) цилиндра M∗ ⊂ [t0,∞)× R
n.

В рассмотренном случае существует допустимое управление u0(·) (возможно, не един-

ственное), порождающее движение x0(·), x0(t0) = x0, системы (1.1) на [t0,∞), для которого

выполняется

T 0(t0, x0) = t
(
x0(·)

)
.

Управление u0(·) и движение x0(·) — оптимальные управление и движение системы (1.1)

в задаче 3.1.

Задача 3.1 допускает многочисленные обобщения. Приведем одно из наиболее исполь-

зуемых в приложениях.

Задача 3.2. Пусть M — замкнутое множество в R
n, X0 и Φ — компакты в R

n. Среди до-

пустимых управлений u(·) требуется выделить управление u0(·) на [t0,∞), переводящее

движение x(t) системы (1.1) из начального множества X0 на M за наименьшее время, ми-

нуя множество Φ (то есть x(t) /∈ Φ до момента встречи с M).

В задаче 3.2 топологическая структура множеств X0, M и Φ может быть самой изощ-

ренной, что значительно повышает интерес к этой задаче.

В процессе решения этой задачи с привлечением множеств достижимости X(t∗, t0, x0),
t ∈ [t0,∞), могут возникнуть множества, имеющие изощренную структуру и, в частности,

неодносвязные с негладкой границей ∂X(t∗, t0, X0). Это обстоятельство убивает во многих

случаях всякую надежду на какое-либо аналитическое описание этих множеств.

Задача 3.3. Пусть заданы непрерывная скалярная функция σ(x), x ∈ R
n, и момент

ϑ ∈ [t0,∞). Среди допустимых управлений u(·) на [t0, ϑ] требуется выделить управле-

ние u0(·), порождающее движение x0(·), x(t0) = x0, системы (1.1), удовлетворяющее

σ
(
x0(·)

)
= min

x(ϑ)∈X(ϑ,t0,x0)
σ
(
x(ϑ)

)

(см. рис. 4).

0

xn

x1

y

R
n

y = σ
(
x0(ϑ)

)

y = σ(x)

x(ϑ)x(ϑ)x(ϑ)

x0(ϑ)

X(ϑ, t0, x0)

x0

Рис. 4. Выделение точки x0(ϑ) в задаче 3.3
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Задача 3.3 есть задача оптимизации с ограничением на оптимизируемый параметр x(ϑ).
Это ограничение — множество достижимости X(ϑ, t0, x0) — может иметь сложную геомет-

рическую структуру, и поэтому решение задачи 3.3 требует применения методов оптимиза-

ции, которые естественно должны учитывать специфику геометрии множества достижимо-

сти X(ϑ, t0, x0) и функции σ(x) на этом множестве.

Обозначим X (t0, x0) = {x(·)} пучок всевозможных движений x(·), x(t0) = x0, систе-

мы (1.1) на [t0,∞).

Задача 3.4. Пусть J
(
x(·)

)
— функционал, определенный на пучке X (t0, x0). Требуется сре-

ди допустимых управлений u(·) и соответствующих им движений x(·) ∈ X (t0, x0) выделить

то управление u0(·) и соответствующее ему движение x0(·), для которых справедливо ра-

венство

J
(
x0(·)

)
= min

x(·)∈X (t0,x0)
J
(
x(·)

)
.

В качестве функционала J
(
x(·)

)
в задаче 3.4 можно взять, например, функционал

J
(
x(·)

)
= max

t∈[t0,ϑ]
φ
(
t, x(t)

)
; здесь φ(t, x) — непрерывная скалярная функция на [t0,∞)× R

n,

ϑ — фиксированный момент из [t0,∞). Такой функцией φ(t, x) может быть, в частности,

функция φ(t, x) = ρ(x,M) = min
w∈M

‖x− w‖ > 0. В этом случае J
(
x(·)

)
есть отклонение

движения x(·) от множества M на промежутке [t0, ϑ], а задача 3.4 становится задачей о ми-

нимальном отклонении движений x(·), x(t0) = x0, системы (1.1) от M на промежутке [t0, ϑ]
(см. рис. 5).

0

xn

x1

R
n

t0 ϑtt t

(
t, x(t)

)
(
t, x(t)

)

(t0, x0) (
ϑ, x(ϑ)

)

(
ϑ, x(ϑ)

)

(t0,M) (t,M) (ϑ,M)

Рис. 5. Выделение оптимальной траектории x0(t) в задаче 3.4

На этом мы закончим перечисление наиболее интересующих нас в настоящее время

задач оптимального управления. Мы предполагаем, что в этих задачах правая часть управ-

ляемой системы не обязательно обладает непрерывными частными производными по ар-

гументам, а стартовые множества и целевые множества не обязательно имеют простую

геометрическую и топологическую структуру: они могут быть неодносвязными (и, в том
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числе, состоящими из нескольких компонент связности), а их границы не обязательно яв-

ляются дифференцируемыми многообразиями. Решение этих задач, как правило, не под-

дается аналитическому описанию, и нам с необходимостью придется формировать алго-

ритмы, обеспечивающие приближенное решение задач. Желательно, чтобы эти алгоритмы

обеспечивали приемлемую точность приближенного решения. Однако, в некоторых кон-

кретных задачах оптимального управления из-за сложности их структуры это не удается

осуществить или установить, что полученное решение обладает приемлемой точностью.

Тем не менее это решение может быть использовано в той или иной прикладной задаче.

Один из наиболее перспективных подходов к решению указанных выше задач оптималь-

ного управления есть, на наш взгляд, подход, идеология которого основана на привлечении

множеств достижимости и интегральных воронок. Разумеется, мы не считаем его панацеей

от всех проблем, возникающих при решении конкретных задач (даже входящих в группу

задач 3.1–3.4). Тем не менее в следующих параграфах мы покажем, что этот подход до-

статочно эффективен при решении многих задач оптимального управления. При этом мы

начнем следующие параграфы с описания решения одной из наиболее простых задач опти-

мального управления — задачи Цермело (см. [39]).

§ 4. Задача Цермело об оптимальном быстродействии и некоторые ее вариации

На этой простой задаче (некоторых ее вариантах) мы изложим представленный в преды-

дущих параграфах подход, базирующийся на использовании управляемой системы Σ, кото-

рая представлена ниже. В задачах Цермело мы опишем решение — оптимальное управление

u0(·) =
(
u0(t), t > 0

)
и построим функцию оптимального быстродействия в одном из ее ва-

риантов.

Далее, слегка изменив параметры задачи Цермело, сделав правую часть системы Σ нели-

нейной и превратив точечные стартовое и целевое множества в некоторые протяженные

множества на плоскости, мы покажем, что получение точного решения весьма затрудни-

тельно и, по-видимому, невозможно. Это обстоятельство выдвигает на передний план про-

блему конструирования приближенных решений в задачах об оптимальном быстродействии

и, более общо, в задачах оптимального управления.

Итак, сначала сформулируем задачу Цермело и в одном из вариантов опишем ее точное

решение, а затем представим приближенное решение в задаче с измененными параметрами.

Задача Цермело. Задана управляемая система Σ, поведение которой на [t0,∞), t0 = 0,
описывается векторным дифференциальным уравнением

ẋ = s+ u, x(t0) = x0 ∈ R
2,

x =

(
x1

x2

)
, s =

(
s1
s2

)
, s1 = const, s2 = 0,

вектор u =

(
u1

u2

)
удовлетворяет включению

u ∈ P,

где P = B(0; 1) =
{
b ∈ R

2 : ‖b‖ 6 1
}
.

Задано также конечное состояние xf =

(
xf1

xf2

)
, xf 6= x0 (см. рис. 6).

Задача 4.1. Требуется найти время оптимального быстродействия T 0 = T 0(x0) для точки x0,

за которое можно перевести систему Σ из x0 в конечное состояние xf .
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Рис. 6. Задача Цермело

Обозначим через u(·) =
(
u(t), t ∈ [t0, T ]

)
, T ∈ [t0,∞) = [0,∞). Управление u(·) порож-

дает движение системы Σ

x(t) = x0 +

t∫

t0

(
s+ u(τ)

)
dτ, t ∈ [t0, T ];

здесь в равенстве интеграл есть интеграл Лебега.

В момент T имеем

x(T ) =
(
x0 + (T − t0)s

)
+

t∫

t0

u(t) dt. (4.1)

Обозначим через U[t0,T ] — множество всевозможных достижимых управлений u(·) на [t0, T ].
Справедливо равенство

{ T∫

t0

u(t) dt : u(·) ∈ U[t0,T ]

}
= (T − t0)P, (4.2)

где (T − t0)P =
{
(T − t0)u : u ∈ P

}
.

Учитывая (4.1), (4.2) и t0 = 0, получаем формулу для множества достижимости

X(T, t0, x0) системы Σ

X(T, t0, x0) = (x0 + Ts) = TP =
{
(x0 + Ts) + Tu : u ∈ P

}
,

то есть X(T, t0, x0) — круг в R
2 — пространство переменных x1, x2 с центром в точке x0+Ts

радиуса T .

Справедливо представление

X(T, t0, x0) =
{
x(T ) :

∥∥x(T )− (x0 + Ts)
∥∥ 6 T

}
.
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Время оптимального быстродействия T 0 = T 0(x0) для начальной точки x0 определяется

равенством

T 0 = min
{
T > 0: xf ∈ X(T, t0, x0)

}
.

Как известно, не при всех значениях параметра s и начальной точки x0 время T 0(x0) конечно.

Мы рассмотрим здесь вариант задачи Цермело, в котором s1 < 1.
Множество достижимости X(T, t0, x0) в этом варианте изображено на рис. 7. Из рис. 7

видно, что в таком варианте в качестве оптимального управления может быть выбрано

постоянное управление

u0(t) = u0 =

(
u0
1

u0
2

)
=

xf − (x0 + T 0s)∥∥xf − (x0 + T 0s)
∥∥ , t ∈ [t0, T

0],

направленное из (x0 + T 0s) в xf и ‖u0‖ = 1.

0

x2

x1

R
2

xf

u0

x0

x0 + Ts

X(T 0, t0, x0)

X(T, t0, x0)

Рис. 7. Множество достижимости X(T, t0, x0) в варианте s1 < 1

Следовательно, справедливо равенство

x0 + T 0s+ T 0u0 = xf ,

из которого следует ∥∥(x0 + T 0s)− xf

∥∥ = T 0.

Таким образом, время T0 = T 0(x0) удовлетворяет следующему уравнению относительно τ :
∥∥(xf − x0)− τs

∥∥2
= τ 2, τ > 0 (4.3)

или, что одно и то же, — уравнению

‖∆x− τs‖2 =

(
∆x1

∆x2

)
=

(
xf1 − x0

xf2 − x0

)
= xf − x0.
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Распишем подробнее уравнение (4.3)

s21τ
2 − 2s1∆x1τ + ‖∆x‖2 = τ 2,

то есть

(s21 − 1)τ 2 − 2s1∆x1τ +
(
∆x2

1 +∆x2
2

)
= 0.

Рассмотрим корни этого уравнения

τ1 =
−s1∆x1 +

√
‖∆x‖2 − s21∆x2

2

1− s21
, τ2 =

−s1∆x1 −
√

‖∆x‖2 − s21∆x2
2

1− s21
.

Справедливо неравенство

| − s1∆x1| <
√
‖∆x‖2 − s21∆x2

2

и, следовательно, τ1 > 0 и τ2 < 0.
В итоге получаем в рассматриваемом варианте

T 0 = T 0(x0) = τ1 =
−s1∆x1 +

√
‖∆x‖2 − s21∆x2

2

1− s21
.

Зная T 0 = T 0(x0), вычисляем оптимальное по быстродействию управление из начальной

точки x0

u0(t) = u0 =
1

T 0

(
xf − x0 − T 0s

)
, t ∈ [t0, T

0].

Сформулируем следующий вопрос: «Зафиксируем некоторую константу c > 0. Как вы-

глядит множество уровня Lc =
{
x0 ∈ R

2 : T 0 = T 0(x0) = c
}

функции T 0(x0), x0 ∈ R
2?»

Очевидно, что Lc =
{
x0 ∈ R

2 : ‖x0 − (xf − cs)‖ = c
}
, то есть Lc, c > 0, — окружность

в R
2 радиуса c > 0 и с центром в точке xf − cs.
Так как ‖s‖ < 1, то целевая точка xf лежит «внутри» окружности Lc (см. рис. 8).

R
2

Lc

c

xf − cs

xf x0

x0

x0

x0
x0

x0

x0

x0

x0

x0

x0

x0

x0
x0

x0

x0

Рис. 8. Множество уровня Lc функции T 0(x0), x0 ∈ R
2
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Линии уровня Lc функции, отвечающие всевозможным c > 0, представляют собой го-

мотетичные окружности в R
2 с центром гомотетии xf .

Если на время анализа функции T 0(x0) пополнить множество начальных точек x0 точ-

кой xf (при этом положив T 0(x0) = 0), то функция T 0(x0) будет определена на всем

пространстве R
2 в том смысле, что значение T 0(x0) конечно при x0 ∈ R

2. Эта функция,

рассматриваемая (при фиксированной точке xf ) как функция от ∆x ∈ R
2, положитель-

но однородна. Учитывая эти особенности геометрии функции T 0(x0), x0 ∈ R
2, получа-

ем, что grT 0(·) — график функции T 0(x0) представляет собой коническую поверхность

в трехмерном пространстве переменных x1, x2, T с вершиной в точке (xf , 0). Окружно-

сти Lc =
{
(x0, c) : x0 ∈ Lc

}
в пространстве R

3 можно трактовать в качестве образующих

конической поверхности (см. рис. 9). Видим также, что в рассматриваемом варианте функ-

ция T 0(x0) непрерывна на R
2.

0

x2

x1

Lc

(xf , 0)

T

c

Lc

Рис. 9. График функции T 0(x0), x0 ∈ R
2, в варианте s1 < 1

Теперь представим две нелинейные управляемые системы на плоскости R
2.

Одна из них (задача 1) получена возмущением системы Σ из задачи Цермело — введе-

нием дополнительных воздействий на вектор s =

(
s1
0

)
, зависящих от параметров εi > 0

(i = 1, 2), фазовых переменных x1, x2 системы Σ и заменой краевых условий задачи Цер-

мело — начальной и конечной точек x0 и xf стартовым и целевым многоугольниками в R
2:

{
ẋ1 = s1 + ε1 sin(x2) + u1,

ẋ2 = 0 + ε2 cos(x1) + u2,

где ε1 = 1.2, ε2 = 1.3, s1 = 1, ‖u‖ =
√

u2
1 + u2

2 6 1; начальное множество и целевое

множество — квадраты, изображенные ниже на рисунках 10–17.

Несколько усложним задачу 1, представив ее виде задачи 1*. А именно, рассмотрим

в качестве стартового множество X0 = X0,1∪X0,2, состоящее из круга X0,1 и квадрата X0,2.

Кроме того, введено ограничение для движений управляемой системы в виде прямоуголь-

ника. Этот прямоугольник представляет собой ограничение для распространения волнового

фронта Ỹ Γ(ti, t0, X0) управляемой системы.
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Ỹ Γ(ti, t0,X0)

Рис. 11. Множество достижимости Ỹ Γ(ti, t0, X0) в момент t = 5 в задаче 1
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Ỹ Γ(ti, t0,X0)
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Рис. 14. Набор множеств достижимости, отвечающих дискретным моментам t, в задаче 1
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Рис. 15. Оптимальная траектория x0(t) в задаче 1 об оптимальном быстродействии
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В задаче 1* шаг ∆ = ∆t разбиения Γ равен 0.05. На рис. 18 изображены упомянутые

множества. Далее на рисунках 19, 20, 21, 22 и 23 изображены множества достижимости

для t = 1, t = 2.5, t = 5, t = 7.5 и t = 10.25 соответственно.
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Рис. 18. Усложненная задача Цермело с фазовым ограничением на управляемую систему

На рис. 24 изображено каждое пятое множество достижимости из набора множеств

Ỹ Γ(ti, t0, X0), ti ∈ Γ, а на рис. 25 изображена оптимальная траектория x(0)(t).
Вторая нелинейная управляемая система (задача 2) на плоскости R

2 представляет собой

нелинейный осциллятор, находящийся под влиянием параметрического возбуждения, когда

налицо периодическая зависимость коэффициента в уравнении от времени. Кроме того,

на нелинейный осциллятор воздействует управляемый скалярный параметр u:

ẍ+ γẋ+ (1 + a sinωt)f(x) + u = 0,

где γ и a — положительные постоянные коэффициенты, u = u(t), t > 0, — скалярное

управление |u(t)| 6 1, t > 0, f(x) = x3 (см. [40, с. 82–83]).

Полагая x1 = x, x2 = ẋ1, записываем уравнение нелинейного осциллятора в виде

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −γx1 − (1 + a sinωt)x3
1 + u,

где γ = 0.5, ω = 0.5, a = 0.5, ‖u‖ 6 1 (см. рис. 26–38).
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Рис. 20. Множество достижимости Ỹ Γ(ti, t0, X0) в момент t = 2.5 в задаче 1*
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Рис. 21. Множество достижимости Ỹ Γ(ti, t0, X0) в момент t = 5 в задаче 1*
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Рис. 22. Множество достижимости Ỹ Γ(ti, t0, X0) в момент t = 7.5 в задаче 1*
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Рис. 23. Множество достижимости Ỹ Γ(ti, t0, X0) в момент t = 10.25 в задаче 1*
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Рис. 24. Оптимальная траектория x0(t) в задаче 1* об оптимальном быстродействии
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5. Kurzhanski A., Vályi I. Ellipsoidal calculus for estimation and control. Boston: Birkhäuser, 1997.
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A nonlinear controlled system in a finite-dimensional Euclidean space is considered. Some control tasks

are formulated for it. An approach to solving problems based on the use of reachability sets and integral

funnels of controlled systems and corresponding differential inclusions is discussed. Due to the complexity

of the control tasks under consideration, an analytical representation of solutions for non-trivial controlled

systems is impossible, and therefore this paper focuses on the issues of approximate design of solutions

to problems. These issues are primarily related to the approximate construction of reachability sets and

integral funnels of controlled systems. The paper also examines the problems of optimal performance of

some nonlinear controlled systems, in particular, problems with phase constraints. The paper provides

examples.
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