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О ТОЧНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ НЕЛИНЕЙНОГО
ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
ПРИ ОГРАНИЧЕННОМ УПРАВЛЕНИИ

Для задачи Коши, связанной с нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнением в гиль-

бертовом пространстве X, получены достаточные условия точной управляемости в заданное конеч-

ное состояние (а также в заданные промежуточные состояния в промежуточные моменты времени)

на произвольно фиксированном (без дополнительных условий) интервале времени при ограничении

на величину нормы управления. Фактически, обобщается аналогичный результат, полученный ав-

тором ранее для случая операторного дифференциального уравнения со стационарным линейным

оператором и линейно входящим управлением без ограничения на величину нормы. Так же, как

и ранее, используются теорема Минти–Браудера, а также цепочечная технология последовательно-

го продолжения решения управляемой системы до промежуточных состояний. В качестве примера

(представляющего самостоятельный интерес) рассматривается сильно нелинейное псевдопараболи-

ческое уравнение в частных производных, описывающее эволюцию электрического поля в полупро-

воднике.
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Введение

Проблема управляемости распределенных систем является достаточно актуальной вви-

ду ее практической значимости и потому активно изучается. См. на этот счет обзоры в [1–3].

Исследуемые задачи управляемости в последнее время концентрировались, как правило,

вокруг задач граничного управления [4–7] или случая, когда распределенное управление

сосредоточено на части области [3, Sect. 4], [8]. Нелокальные достаточные условия точной

управляемости доказывались при тех или иных условиях на величину промежутка вре-

мени [8–10] и/или при специальных условиях на операторы правой части (равномерная

ограниченность, дифференцируемость по Фреше и равномерная ограниченность производ-

ной, глобальная липшицевость, иногда при специальных требованиях к коэффициентам,

и т. д.) и условии точной управляемости (и иногда наблюдаемости) соответствующей линей-

ной системы [1, § 3], [9–15]. Во многих работах рассматривается нелинейность вида f(y),
зависящая лишь от состояния y, непрерывная или локально липшицевая и удовлетворя-

ющая специальному условию на порядок роста в окрестности бесконечности (в частно-

сти, типа r ln(Cr) с достаточно малым коэффициентом) [3, Sect. 4], [6, 16]. Иногда от-

носительно нелинейности предполагается полиномиальный рост [17]. Некоторые авторы

при доказательстве точной глобальной управляемости существенным образом использу-

ют специальные свойства решений исследуемых уравнений конкретного вида: например,

«распространение компактности и регулярности» в пространствах Бургейна (Bourgain’s

spaces) [18]; см. также [19]. В [20] рассматриваются полулинейные эволюционные урав-

нения специального вида, доказывается точная управляемость вдоль т. н. A-ограниченных

по Липшицу непрерывных кривых и аппроксимативная управляемость вдоль непрерыв-

ных кривых при асимптотическом условии на норму управляемости обратного оператора
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Грама в окрестности нуля. Упомянем также работу [21], посвященную аппроксимативной

управляемости полулинейного уравнения в рефлексивном банаховом пространстве при спе-

циальных требованиях относительно резольвенты (нестационарного) генератора семейства

эволюционных операторов — в частности, требований компактности и выполнения оцен-

ки
∥∥R(λ,G(t))

∥∥ 6
M

|λ|+ 1
. Впрочем, в представленном примере (одномерное уравнение

диффузии) устанавливается лишь оценка [21, (5.14)]:
∥∥R(λ,G(t))

∥∥ 6
M

δλ
при некотором

фиксированном δ > 0 для всех λ > 0, и утверждается, что требуемое неравенство от-

сюда следует. Однако, обозначая M̃ =
M

δ
, понимаем, что это не так. Совсем отдельное

направление — исследование управляемости при использовании импульсных управлений

и случай уравнений с дробными производными [22, 23]. Сравнительно мало работ посвя-

щено управляемости полулинейных эволюционных уравнений при ограничениях на управ-

ления — см., например, [8, 14] (здесь накладывалось условие неотрицательности). Ориги-

нальный подход к проблеме управляемости нелинейных распределенных систем, основан-

ный на понятии корректности по А. Н. Тихонову, предлагается в [24]. Результаты по точной

локальной управляемости нелинейных распределенных систем можно найти в [25, глава 7],

там же см. дальнейшую библиографию.

В работе [26] исследовалась задача Коши, связанная с управляемым полулинейным эво-

люционным уравнением вида

y′(t) = Gy(t) + f
(
t, y(t)

)
+B(t)u(t), t ∈ [0;T ]; y(0) = y0, (0.1)

с необязательно ограниченным линейным оператором G в гильбертовом пространстве X ,

семейством линейных ограниченных операторов
{
B(t) : X → X | t ∈ [0;T ]

}
, B(·)u(·) ∈

∈ L2(0, T ;X) ∀ u ∈ L2(0, T ;X), и управлением u ∈ L2(0, T ;X). Для задачи (0.1) были полу-

чены достаточные условия точной управляемости в заданное конечное состояние (а также

в заданные промежуточные состояния в промежуточные моменты времени) на произвольно

фиксированном (без дополнительных условий) интервале времени. При этом использова-

лись теорема Минти–Браудера, а также цепочечная технология последовательного продол-

жения решения управляемой системы до промежуточных состояний. В качестве примеров

рассматривались полулинейное псевдопараболическое уравнение и полулинейное волновое

уравнение.

В [27] результаты [26] были обобщены на случай нестационарного (но ограниченного)

оператора G = G(t). В качестве примера рассматривалось полулинейное уравнение гло-

бальной электрической цепи в атмосфере Земли.

В данной работе производится непосредственное обобщение результатов [26] на случай

неавтономного нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения в гильберто-

вом пространстве с нелинейно входящим управлением, ограниченным по норме. Правая

часть предполагается ограниченной на ограниченных множествах, локально липшицевой

по состоянию и сильно монотонной и коэрцитивной (в некотором ослабленном смысле)

по управлению. Случай уравнения вида (0.1), в том числе с нестационарным сильно непре-

рывным (по времени) линейным ограниченным оператором G(t) сюда вписывается, по-

скольку член G(t)x(t) может быть отнесен к правой части. Исследование случая неограни-

ченных операторов G(t) сопряжено с определенными техническими сложностями. Поэтому

указанный случай мы оставляем пока в планах на будущее. Отметим, наконец, что в данной

работе, в отличие от [26], где рассматривались слабые решения уравнения (0.1), решение

управляемого уравнения понимается в сильном смысле. В качестве примера (представляю-

щего самостоятельный интерес) рассматривается сильно нелинейное псевдопараболическое
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уравнение в частных производных, описывающее эволюцию электрического поля в полу-

проводнике.

В заключение скажем несколько слов о пользе информации о наличии точной (или

хотя бы аппроксимативной) управляемости распределенной системы. Как известно, в тео-

рии некорректных задач информация о совместности точной системы (да и вообще любая

дополнительная априорная информация) оказывается полезной, поскольку позволяет упро-

стить алгоритм поиска решения. Аналогичным образом, будет, вероятно, полезна и инфор-

мация о точной управляемости (в классическом смысле), если ее факт удается установить.

Кроме того, эта информация полезна и при отладке и калибровке численных алгоритмов.

Предположим, что точная управляемость для данной задачи установлена, а текущая числен-

ная реализация алгоритма дает управление, переводящее систему в состояние, не достаточ-

но близкое к заданному. Отсюда сразу понятно, что численная реализация алгоритма нуж-

дается в отладке или калибровке. В этом контексте потребителями результатов об условиях

точной (или аппроксимативной) управляемости могут быть как «теоретики», так и «прак-

тики».

§ 1. Предварительные построения и соглашения

Будем использовать обозначения: R+ = {r ∈ R : r > 0}, C(0, T ;X) ≡ C
(
[0;T ];X

)
—

пространство функций, определенных на отрезке [0;T ], со значениями в линейном норми-

рованном пространстве X , непрерывных относительно нормы X; C1(0, T ;X) — простран-

ство функций, определенных на отрезке [0;T ], со значениями в линейном нормированном

пространстве X , имеющих непрерывную сильную производную; L2(Ω) — лебегово про-

странство функций, суммируемых с квадратом на множестве Ω ⊂ Rn; Lm
2 (Ω) — простран-

ство m-вектор-функций с компонентами из L2(Ω), ‖u‖Lm
2
=

∥∥|u|
∥∥
L2

(модуль вектора можно

понимать как корень из суммы квадратов компонент или как сумму модулей компонент —

это не принципиально, поскольку в R
m все нормы эквивалентны); H1(Ω) ≡ W 1

2 (Ω) — про-

странство Соболева функций из L2(Ω), обладающих обобщенными частными производны-

ми первого порядка из L2(Ω); H1
0(Ω) — замыкание C

1
0(Ω) по норме H1(Ω), где C

1
0(Ω) —

множество функций из C1(Ω), имеющих компактный носитель в области Ω ⊂ Rn, C1(Ω) —

пространство функций, непрерывно дифференцируемых на Ω. Нормы в указанных про-

странствах предполагаются стандартными.

Пусть X — вещественное гильбертово пространство со скалярным произведением [·, ·]X ;

E = E(T ) ≡ C(0, T ;X). Предположим, кроме того, что задана функция1 (оператор)

f1 : [0;T ]×X → X , удовлетворяющая условиям:

(F1) ∀ x ∈ E отображение [0;T ] ∋ t→ f1
(
t, x(t)

)
принадлежит классу E;

(F2) существует функция N = N (t,M) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая по t ∈ [0;T ]
и неубывающая по M ∈ R+ такая, что для всех x, y ∈ X , ‖x‖X , ‖y‖X 6 M ,

п. в. t ∈ [0;T ] имеем: ‖f1(t, x)− f1(t, y)‖X 6 N (t,M) ‖x− y‖X;

(F3) существует функция N1(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая

по t такая, что ‖f1(t, ξ)‖X 6 N1(t,M) ∀M > 0, ξ ∈ X , ‖ξ‖X 6M , п. в. t ∈ [0;T ];

(F4) существуют неубывающие функции Ki : R+ → R+, i = 1, 2, такие, что
∫

h

N (s, σ) ds 6 K1(σ)mesh,

∫

h

N1(s, σ) ds 6 K2(σ)mes h ∀ σ > 0.

Пусть U — некоторое гильбертово пространство, понимаемое как множество значений

управления, C(t) : X → U — сильно непрерывное на [0;T ] семейство линейных ограничен-

1Можно понимать как зависящий от времени оператор f1(t) : X → X , t ∈ [0;T ]. Но, очевидно, можно

понимать и так: f1(t, x) = f1(t)[x] ∈ X при t ∈ [0;T ], x ∈ X .
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ных операторов (ЛОО); St(0, T ;X) — множество ступенчатых функций на [0;T ] со значе-

ниями в X; W =
{
u = C(·)ξ(·) : ξ ∈ St(0, T ;X), ‖ξ(t)‖X 6 ρ, t ∈ [0;T ]

}
— множество

допустимых управлений. Как указано в [28, глава II, § 2, с. 231], из сильной непрерывно-

сти ЛОО C(t) следует его равномерная ограниченность на [0;T ]: ‖C(t)‖ 6 M0 (это след-

ствие теоремы Банаха–Штейнгауза [29, теорема 7.1.12, с. 413]). Предположим, что задана

функция (оператор) b : [0;T ]×X × U → X , удовлетворяющая условиям:

(B1) для всех x ∈ E, u ∈ C(0, T ;U) отображение [0;T ] ∋ t → b
(
t, x(t), u(t)

)
принадлежит

классу E;

(B2) существует функция N2 = N2(t,M) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая по t ∈ [0;T ]
и неубывающая по M ∈ R+ такая, что для всех x, y ∈ X , ‖x‖X , ‖y‖X 6 M , u ∈ U ,

‖u‖U 6M , п. в. t ∈ [0;T ] имеем: ‖b(t, x, u)− b(t, y, u)‖X 6 N2(t,M) ‖x− y‖X ;

(B3) существует функция N3(t, r) : [0;T ] × R+ → R+, неубывающая по r и суммируемая

по t такая, что ‖b(t, ξ, u)‖X 6 N3(t,M) для всех M > 0, ξ ∈ X , ‖ξ‖X 6 M , u ∈ U ,

‖u‖U 6M , п. в. t ∈ [0;T ];

(B4) существует константа β0 > 0 такая, что

∫ τ2

τ1

[
b
(
s, x(s), C(s)ξ

)
, ξ
]
ds > β0(τ2 − τ1)‖ξ‖

2 ∀ ξ ∈ X, x ∈ E(T ), 0 6 τ1 < τ2 6 T ;

(B5) существует константа β1 > 0 такая, что ∀ x ∈ E(T ), 0 6 τ1 < τ2 6 T имеем:

∫ τ2

τ1

[
b
(
s, x(s), C(s)ξ1

)
−b

(
s, x(s), C(s)ξ2

)
, ξ1−ξ2

]
ds > β1(τ2−τ1)‖ξ1−ξ2‖

2 ∀ ξ1, ξ2 ∈ X ;

(B6) существует функция N4 = N4(t,M) : [0;T ] × R+ → R+, суммируемая по t ∈ [0;T ]
и неубывающая по M ∈ R+, такая, что ∀ x ∈ X , u, v ∈ U , ‖x‖X , ‖u‖U , ‖v‖U 6 M ,

п. в. t ∈ [0;T ] имеем: ‖b(t, x, u)− b(t, x, v)‖X 6 N4(t,M) ‖u− v‖U ;

(B7) существует неубывающая функция K3 : R+ → R+ такая, что

∫

h

N2(s, σ) ds 6 K3(σ)mes h ∀ σ > 0.

Пример 1. Пусть B(t) — сильно непрерывное на [0;T ] семейство ЛОО U → X ,

‖B∗(t)x‖U > β0 ‖x‖X ∀ t ∈ [0;T ], x ∈ X ; ‖B∗(t)‖ = ‖B(t)‖ 6 β ∀ t ∈ [0;T ].

Тогда функция b(t, x, u) = B(t)u удовлетворяет условиям B1–B7 при C(t) = B∗(t), если это

семейство сильно непрерывно. Здесь условия B4 и B5 равносильны.

Рассмотрение случая нелинейной функции b(t, x, u) гораздо более трудоемко.

Пример 2. Пусть Ω ⊂ Rn — открытое ограниченное множество, X = H1
0(Ω), U = Ln

2 (Ω),
u ∈ U . Согласно [30, замечание 7, с. 338] скалярное произведение на X можно определить

следующим образом: [x, y] =

∫

Ω

∇x(s)·∇y(s) ds, где «·» обозначает скалярное произведение

на Rn. Рассмотрим функционал ℓ[u](x) =

∫

Ω

u(s) · ∇x(s) ds, x ∈ X .

С учетом неравенства Гёльдера, для любого фиксированного u ∈ U ℓ[u](x) есть линей-

ный непрерывный функционал на X . Поэтому, согласно теореме Рисса о представлении

линейного непрерывного функционала на гильбертовом пространстве [31, глава I, теоре-

ма 6.1, с. 27], существует единственный элемент z ∈ X , отвечающий функционалу ℓ[u],



А. В. Чернов 141

а стало быть, и элементу u ∈ U , такой, что ℓ[u](x) = [z, x], ‖z‖X = ‖ℓ[u]‖. Указанное

соответствие U ∋ u→ z ∈ X будем понимать как оператор B : U → X . Таким образом,

ℓ[u](x) = [Bu, x], u ∈ U, x ∈ X.

Отсюда и из определения функционала ℓ[u](x) очевидно, что B — линейный оператор.

По неравенству Гёльдера, |ℓ[u](x)| 6 ‖u‖U ‖x‖X . Стало быть, ‖Bu‖ = ‖ℓ[u]‖ 6 ‖u‖U ,

то есть B — ЛОО, причем ‖B‖ 6 1. Сопряженный оператор B∗ : X∗ → U∗, с учетом

отождествления X∗ = X , U∗ = U , определяется из условия:

(B∗x, u)U = [x,Bu] = ℓ[u](x) =

∫

Ω

u(s) · ∇x(s) ds = (u,∇x)U .

Таким образом, B∗x = ∇x. И соответственно,

‖B∗x‖2U = ‖∇x‖2U = ‖x‖2X ⇒ ‖B∗x‖U = ‖x‖X ⇒ ‖B‖ = ‖B∗‖ = 1.

Далее для n-вектор-функции u = u(s), s ∈ Ω, с компонентами из L2(Ω), то есть для

u ∈ U = Ln
2 (Ω), модуль |u| понимается как модуль вектора |u(s)|. Модуль вектора можно

понимать как корень из суммы квадратов компонент или как сумму модулей компонент —

это не принципиально. В частности, модуль скаляра — это обычный модуль.

Примем C = B∗, b(t, x, u) = B
[
ψ(t, |∇x|, |u|)u

]
, где функция ψ : [0;T ]×R+ ×R+ → R+

обладает свойствами:

(Ψ1) ψ(t, x, r) непрерывна на [0;T ]× R+ × R+;

(Ψ2) 0 < c 6 ψ(t, x, r) 6 c1 на [0;T ]× R+ × R+;

(Ψ3) ψ(t, x, r) не убывает по r > 0 при всех t ∈ [0;T ], x > 0;

(Ψ4) существует непрерывная функция ψ0 : [0;T ] → R+ такая, что для всех x, y ∈ R+,

u ∈ R+, t ∈ [0;T ] имеем:
∣∣ψ(t, x, u)− ψ(t, y, u)

∣∣u 6 ψ0(t)|x− y|;

(Ψ5) существует непрерывная функция ψ1 : [0;T ] → R+ такая, что для всех x, u, v ∈ R+,

u 6 v, t ∈ [0;T ] имеем:
{
ψ(t, x, v)− ψ(t, x, u)

}
u 6 ψ1(t)|u− v|.

Пример функции, удовлетворяющей условиям Ψ1–Ψ5: ψ(t, x, u) = c + ψ0(t) arctg(x + u),
где функция ψ0(t) положительна и непрерывна, c > 0.

Далее в интегралах, там, где участвует переменная времени t, а интегрирование ведется

по s ∈ Ω, у подынтегральных функций для краткости аргумент s будем опускать. Например,

запись ∫

Ω

ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u ds

будет означать на самом деле

∫

Ω

ψ
(
t, |∇x(s)|, |u(s)|

)
u(s) ds.

Проверим выполнение условий B1–B7. Выполнение условия B3 очевидно в силу усло-

вия Ψ2. Условие B1 вытекает из условий Ψ1, Ψ2, B2, B6. Для проверки условия B2, поль-

зуясь условием Ψ4, оценим:

∥∥∥ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇y|, |u|

)
u
∥∥∥
2

U
=

∫

Ω

∣∣∣ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇y|, |u|

)
u
∣∣∣
2

ds =

=

∫

Ω

∣∣∣ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
− ψ

(
t, |∇y|, |u|

)∣∣∣
2

|u|2 ds 6 ψ2
0(t)

∫

Ω

∣∣∣|∇x| − |∇y|
∣∣∣
2

ds 6 ψ2
0(t)‖x− y‖2X.
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Таким образом, условие B2 выполнено при N2(t,M) = ‖B‖ψ0(t) = ψ0(t). Отсюда очевидно,

что и условие B7 тоже выполнено за счет ограниченности непрерывной функции ψ0(t). Для

проверки условия B6 разделим множество Ω на два подмножества:

Ω+ =
{
s ∈ Ω: |u(s)| > |v(s)|

}
, Ω− =

{
s ∈ Ω: |u(s)| < |v(s)|

}
.

Пользуясь условиями Ψ2, Ψ5, рассмотрим:

∫

Ω+

∣∣∣ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
v ± ψ

(
t, |∇x|, |u|

)
v
∣∣∣
2

ds 6

6 2

∫

Ω+

∣∣∣ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇x|, |u|

)
v
∣∣∣
2

ds+ 2

∫

Ω+

∣∣∣ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
v − ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
v
∣∣∣
2

ds 6

6 2c21

∫

Ω+

|u− v|2 ds+ 2ψ2
1(t)

∫

Ω+

|u− v|2 ds 6 2
(
c21 + ψ2

1(t)
)
‖u− v‖2U .

Аналогичную оценку получаем и для множества Ω−. Таким образом, условие B6 выполнено

при N4(t,M) = 2
√
c21 + ψ2

1(t). Проверим условие B4. По условию Ψ2

[
b(t, x, Cξ), ξ

]
=

∫

Ω

(
ψ
(
t, |∇x|, |Cξ|

)
Cξ · ∇ξ

)
ds =

∫

Ω

ψ
(
t, |∇x|, |∇ξ|

)∣∣∇ξ
∣∣2 ds > c ‖ξ‖2X.

Таким образом, условие B4 выполнено при β0 = c. Для проверки условия B5, при

u = Cξ1 = ∇ξ1, v = Cξ2 = ∇ξ2, w = ∇(ξ1 − ξ2) = u− v рассмотрим

∫

Ω+

(
ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
v ± ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
u
)
· w ds >

>

∫

Ω+

(
ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
− ψ

(
t, |∇x|, |v|

))
u · w ds+

∫

Ω+

ψ
(
t, |∇x|, |v|

)
|w|2 ds.

Заметим, что на Ω+ согласно неравенству Коши–Буняковского справедлива оценка:

u · w = |u|2 − u · v > |u|2 − |u| |v| > |u|2 − |u|2 = 0.

При этом по условию Ψ3, ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
− ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
> 0. Стало быть,

∫

Ω+

(
ψ
(
t, |∇x|, |u|

)
u− ψ

(
t, |∇x|, |v|

)
v
)
· w ds >

∫

Ω+

ψ
(
t, |∇x|, |v|

) ∣∣w
∣∣2 ds.

Аналогичную оценку получаем и для множества Ω−. И по условию Ψ2 получаем:

[
b(t, x, Cξ1)− b(t, x, Cξ2), ξ1 − ξ2

]
>

∫

Ω+

ψ
(
t, |∇x|, |v|

) ∣∣w
∣∣2 ds+

∫

Ω−

ψ
(
t, |∇x|, |u|

) ∣∣w
∣∣2 ds >

> c

∫

Ω

|w|2 ds = c ‖w‖2U = c ‖ξ1 − ξ2‖
2
X .

То есть условие B5 выполнено при β1 = c. Итак, условия B1–B7 выполняются.

Рассмотрим управляемое нелинейное эволюционное уравнение вида

dx

dt
= f

(
t, x(t), u(t)

)
, t ∈ [0;T ]; x(0) = x0; f

(
·, x, u) = f1(·, x) + b(·, x, u), (1.1)

относительно x ∈ C
1(0, T ;X); производная по времени понимается в сильном смысле. Ис-

следуемая проблема управляемости (задача управления) состоит в том, чтобы посредством
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управления u перевести систему (1.1) из заданного начального состояния x0 в заданное

конечное состояние x1 к моменту времени T > 0. Далее мы уточним эту постановку,

несколько расширив пространство решений, что позволит нам рассматривать управления

из класса W . Прежде всего, надо указать, как мы понимаем решение задачи (1.1).

В случае u ∈ C(0, T ;U) задача (1.1) эквивалентна интегральному уравнению (с инте-

гралом Бохнера), см., например, [29, теорема 10.3.5, с. 667] (при A(t) = 0, U(t, τ) = I):

x(t) = x0 +

∫ t

0

f
(
s, x(s), u(s)

)
ds, t ∈ [0;T ]; x ∈ E(T ). (1.2)

Уравнение (1.2) имеет смысл и для кусочно непрерывных управлений u ∈ KC(0, T ;U);
решения будут кусочно гладкими, то есть x ∈ KC

1(0, T ;X). Уравнение (1.1) тоже имеет

смысл, если понимать сильную производную в смысле почти всюду. Далее будем работать

с уравнением (1.2). Исследуем разрешимость задачи управления:

Для заданного конечного состояния x1 ∈ X найти управление u ∈ W , которому отве-

чает хотя бы одно решение x = x(t; u) уравнения (1.2) такое, что x(T ; u) = x1.

Пусть X — банахово пространство, 〈·, ·〉 — скобка двойственности между X и X ∗ (дей-

ствие функционала из X ∗ на элемент из X ). Как известно [32, глава V, § 7, с. 236], гиль-

бертово пространство X рефлексивно и в качестве скобки двойственности можно взять

скалярное произведение [·, ·]X , если (в соответствии с теоремой Рисса) отождествить X

и X∗. Следующее утверждение — теорема Минти–Браудера [33, теорема 2.1].

Лемма 1. Пусть во всем рефлексивном банаховом пространстве X задан хеминепрерывный

монотонный оператор F : X → X ∗, удовлетворяющий условию коэрцитивности:
〈
F (x), x

〉
> γ

(
‖x‖X

)
‖x‖X , где γ : R+ → R, lim

t→+∞

γ(t) = +∞.

Тогда для каждого y ∈ X ∗ уравнение F [x] = y имеет решение x ∈ X .

Для τ ∈ [0;T ], x ∈ E(τ) определим оператор F = Fτ,x : X → X формулой:

Fτ,x[ξ] =

∫ τ

0

b
(
s, x(s), C(s)ξ

)
ds, ξ ∈ X.

В силу условий B4–B6 оператор Fτ,x сильно монотонный, коэрцитивный и непрерывный.

Поэтому по лемме 1 уравнение Fτ,x[ξ] = η имеет решение ξ ∈ X ∀ η ∈ X . А за счет силь-

ной монотонности (для этого достаточно было бы строгой) решение единственно, то есть

определен однозначный обратный оператор F−1
τ,x : X → X . Пользуясь условием B4, мо-

жем оценить норму решения:
[
η = Fτ,x(ξ), ξ

]
X

> β0τ‖ξ‖2, откуда по неравенству Коши–

Буняковского ‖ξ‖X =
∥∥F−1

τ,x [η]
∥∥
X
6

1

β0τ
‖η‖X .

Лемма 2. Для любых τ ∈ [0;T ], xi ∈ E(τ), ‖xi‖ 6 M , i = 1, 2, η ∈ X таких, что

M0

∥∥F−1
τ,xi

[η]
∥∥
X
6M , i = 1, 2, имеет место оценка:

∥∥F−1
τ,x1

[η]− F−1
τ,x2

[η]
∥∥
X
6

1

β1τ

∫ τ

0

N2(s,M)
∥∥x1(s)− x2(s)

∥∥
X
ds.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ξi = F−1
τ,xi

[η], откуда η = Fτ,xi
[ξi], i = 1, 2,

0 = Fτ,x1
[ξ1]− Fτ,x2

[ξ2] =

=

∫ τ

0

[
b
(
s, x1(s), C(s)ξ1

)
− b

(
s, x2(s), C(s)ξ2

)
± b

(
s, x1(s), C(s)ξ2

)]
ds =

=

∫ τ

0

{
b
(
·, x1, Cξ1

)
− b

(
·, x1, Cξ2

)}
1
(s) ds+

∫ τ

0

{
b
(
·, x1, Cξ2

)
− b

(
·, x2, Cξ2

)}
2
(s) ds.
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Отсюда по условию B5, неравенству Коши–Буняковского и условию B2 получаем:

β1τ ‖ξ1 − ξ2‖
2
X 6

∫ τ

0

[
{. . .}1, ξ1 − ξ2

]
ds =

∣∣∣∣
∫ τ

0

[
{. . .}2, ξ1 − ξ2

]
ds

∣∣∣∣ 6

6

∫ τ

0

N2(s,M)
∥∥x1(s)− x2(s)

∥∥
X
ds ‖ξ1 − ξ2‖X . �

Лемма 3. Для любых τ ∈ [0;T ], x ∈ E(τ), ηi ∈ X , i = 1, 2, имеет место оценка:

∥∥F−1
τ,x [η1]− F−1

τ,x [η2]
∥∥
X
6

1

β1τ
‖η1 − η2‖X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ξi = F−1
τ,x [ηi], откуда ηi =

∫ τ

0

b
(
s, x(s), C(s)ξi

)
ds, i = 1, 2.

Согласно условию B5, получаем:

[η1 − η2, ξ1 − ξ2] =

∫ τ

0

[
b
(
s, x(s), C(s)ξ1

)
− b

(
s, x(s), C(s)ξ2

)
, ξ1 − ξ2

]
ds > β1τ ‖ξ1 − ξ2‖

2
X .

Остается воспользоваться неравенством Коши–Буняковского. �

§ 2. Цепочечная управляемость на [0;T ]

Положим ζ0 = max
{
‖x0‖X , ‖x1‖X

}
. Сделаем следующие предположения.

(R1) При некотором 0 < κ <
K2(ζ0)

β0
имеем: ε ≡ ρ−

K2(ζ0 + κM0)

β0
> 0.

(R2) Имеем: ‖x1 − x0‖X 6 εβ0T .

Замечание 1. Константа β0 задана условием B4. Финальное время T > 0 будем считать

произвольно фиксированным. Выберем произвольно константы c > 0, ζ0 = ‖x0‖ + c и бу-

дем считать, что ρ >
K2(ζ0)

β0
, см. условие F4. Фактически, это априорная оценка мини-

мально необходимого ресурса управления. Рассмотрим функцию α(τ) = ρ −
K2(ζ0 + τ)

β0
.

Она непрерывна в силу непрерывности функции K2(·). При этом по построению, α(0) > 0.
Тогда, согласно классической теореме об устойчивости знака непрерывной функции, функ-

ция α(τ) сохраняет положительный знак и в некоторой окрестности нуля. Это означает, что

найдется τ0 > 0 такое, что α(τ) > 0 для всех τ ∈ [−τ0; τ0]. Подберем число κ > 0 настолько

малым, чтобы κM0 6 τ0, κ <
K2(ζ0)

β0
. В итоге получим, что ε ≡ α(κM0) > 0. Выбирая нако-

нец x1 из условия: ‖x1 − x0‖X 6 min{c, εβ0T}, получаем, что все параметры, участвующие

в условиях R1, R2, существуют. При такой трактовке получается, что либо финальное со-

стояние x1 должно быть достаточно близко к начальному x0, либо финальное время T > 0
должно быть достаточно велико. Это предположение естественно, учитывая, что ресурс

управления ρ (см. определение множества W ) предполагается сколь угодно близким к апри-

орно минимально необходимому. Если же ресурс управления ρ можно выбрать сколь угодно

большим, то возможна следующая альтернативная трактовка. Будем считать, что парамет-

ры x0, x1 ∈ X , ζ0 = max
{
‖x0‖X , ‖x1‖X

}
, M0, β0 и T > 0 заданы. Зафиксируем произвольно

0 < κ <
K2(ζ0)

β0
и выберем ρ > 0 настолько большим, чтобы для ε ≡ ρ −

K2(ζ0 + κM0)

β0

выполнялись оценки: ε > 0, ε >
‖x1 − x0‖X

β0T
. Тогда вновь получается, что условия R1, R2
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выполняются. Это опять же естественно: если x0 и x1 сколь угодно далеки друг от друга,

а финальное время как угодно мало, то ресурс управления для перевода системы из x0 в x1
должен быть достаточно велик. Интуитивно понятно, что иначе и быть не может.

Положим σ = ζ0 + κM0, σρ = ζ0 + ρM0 > σ, и выберем число δ > 0, исходя из условий:

∀h ⊂ [0;T ], mes h 6 δ :

∫

h

{
N1(s, σ) +N3(s, σρ)

}
ds 6 κM0,

T

δ
= k ∈ N, (2.1)

∫

h

N (s, σ) ds 6
1

6
,

K1(σ) +K3(σρ)

β1

∫

h

M0N4(s, σρ) ds 6
1

3
,

∫

h

N2(s, σρ) ds 6
1

3
. (2.2)

Выберем разбиение отрезка: 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T , ti = iδ, i = 0, k, а также

числа λi =
i

k
, i = 0, k. Для λ ∈ [0; 1] обозначим: xλ = x0 + λ(x1 − x0). По условию R2

‖xλi
− xλi−1

‖X = (λi − λi−1)‖x1 − x0‖X =
1

k
‖x1 − x0‖X 6 γ ≡ εβ0δ.

Рассмотрим t1-локальную задачу управления: найти управление u1 ∈ C(0, t1;U) вида

u1 = C(t)ξ, ξ ∈ X , ‖ξ‖X 6 ρ, такое, что существует соответствующее решение x = x(t; u1)
уравнения (1.2) на [0; t1], удовлетворяющее условию x(t1; u1) = xλ1

. Иначе говоря, требуется

найти ξ ∈ X , x ∈ E(t1 = δ), для которых выполняются соотношения:

x(t) = x0 +

∫ t

0

f1
(
s, x(s)

)
ds+

∫ t

0

b
(
s, x(s), C(s)ξ

)
ds, t ∈ [0; t1 = δ]; x(δ) = xλ1

.

Здесь функция x(t) и параметр ξ ∈ X взаимно зависят друг от друга. При этом соотношение

x(δ) = xλ1
согласно определению оператора Fδ,x[ξ] и его обратимости (уже установленной

ранее) означает, что зависимость параметра ξ от x следующая:

ξ = F−1
δ,x

[
xλ1

− x0 −

∫ δ

0

f1
(
s, x(s)

)
ds

]
≡ ωδ[x].

Определенная таким образом функция (оператор) ωδ[x] будет играть существенную роль

в наших дальнейших построениях, поскольку позволяет задачу поиска функции x(t) и па-

раметра ξ ∈ X заменить задачей поиска функции x(t) (а параметр ξ будет определяться

по ней указанным выше образом). Определим оператор

Fδ[x](t) = x0 +

∫ t

0

f1
(
s, x(s)

)
ds+

∫ t

0

b
(
s, x(s), C(s)ωδ[x]

)
ds, t ∈ [0; t1 = δ], x ∈ E(δ).

Таким образом, требуется найти x ∈ E(δ) как решение операторного уравнения:

x = Fδ[x], x ∈ E(δ), (2.3)

удовлетворяющее условию:
∥∥ωδ[x]

∥∥
X
6 ρ. Положим Ω(δ) =

{
x ∈ E(δ) : ‖x‖ 6 σ

}
.

Лемма 4. Для любого x ∈ Ω(δ) имеем:
∥∥ωδ[x]

∥∥
X
6 ρ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По доказанному ранее и условиям F3, F4, R2, получаем:

∥∥ωδ[x]
∥∥
X
6

1

β0δ

[
1

k
‖x1 − x0‖X +

∫ δ

0

N1(s, σ) ds

]
6 ε+

K2(σ)

β0
= ρ. �
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Лемма 5. Fδ : Ω(δ) → Ω(δ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольно x ∈ Ω(δ). В силу условий F1, B1 ясно, что

Fδ[x] ∈ E(δ) = C(0, δ;X). Пользуясь леммой 4 (откуда
∥∥C(t)ωδ[x]

∥∥
X

6 M0ρ), а также

условиями F3, B3, (2.1), для t ∈ [0; δ] оценим

∥∥Fδ[x](t)
∥∥
X
6 ζ0 +

∫ δ

0

N1(s, σ) ds+

∫ δ

0

N3(s, σρ) ds 6 ζ0 + κM0 = σ. �

Лемма 6. Оператор Fδ является сжимающим на Ω(δ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольно x, y ∈ Ω(δ). Положим

η1 = xλ1
− x0 −

∫ δ

0

f1
(
s, x(s)

)
ds, η2 = xλ1

− x0 −

∫ δ

0

f1
(
s, y(s)

)
ds.

Согласно лемме 4 имеет место оценка

∥∥ωδ[x]
∥∥
X
6 ρ ⇒ M0

∥∥F−1
δ,x [η1]

∥∥
X
=M0

∥∥ωδ[x]
∥∥
X
6M0ρ 6 ζ0 +M0ρ = σρ.

Совершенно аналогично лемме 4 доказывается, что M0

∥∥F−1
δ,y [η1]

∥∥
X
6 σρ.

Непосредственно из леммы 2 отсюда вытекает, что

r1 ≡
∥∥(F−1

δ,x − F−1
δ,y )[η1]

∥∥
X
6

1

β1δ

∫ δ

0

N2(s, σρ)
∥∥x(s)− y(s)

∥∥
X
ds.

При этом очевидно, что
∥∥x(s)− y(s)

∥∥
X
6 ‖x− y‖E(δ) для всех s ∈ [0; δ].

И непосредственно по лемме 3

∥∥F−1
δ,y [η1]− F−1

δ,y [η2]
∥∥
X
6

1

β1δ
‖η1 − η2‖X ,

где

‖η1 − η2‖X =

∥∥∥∥
∫ δ

0

{
f1
(
s, x(s)

)
− f1

(
s, y(s)

)}
ds

∥∥∥∥
X

6

∫ δ

0

∥∥∥f1
(
s, x(s)

)
− f1

(
s, y(s)

)∥∥∥
X
ds.

И пользуясь условием F2, получаем:

r2 ≡
∥∥F−1

δ,y [η1]− F−1
δ,y [η2]

∥∥
X
6

1

β1δ

∫ δ

0

N (s, σ) ds‖x− y‖E(δ).

Собирая полученные оценки для r1, r2 и пользуясь условиями B7, F4, имеем:

r1 6
K3(σρ)

β1
‖x− y‖E(δ), r2 6

K1(σ)

β1
‖x− y‖E(δ).

Используя стандартный прием «добавим и вычтем», рассмотрим

ωδ[x]− ωδ[y] = F−1
δ,x [η1]− F−1

δ,y [η2]± F−1
δ,y [η1] = (F−1

δ,x − F−1
δ,y )[η1] + F−1

δ,y [η1]− F−1
δ,y [η2].

Таким образом,

∥∥ωδ[x]− ωδ[y]
∥∥
X
6 r1 + r2 6

K1(σ) +K3(σρ)

β1
‖x− y‖E(δ).
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Обозначим F1
δ [x](t) = x0 +

∫ t

0

f1
(
s, x(s)

)
ds, F2

δ [x](t) =

∫ t

0

b
(
s, x(s), C(s)ωδ[x]

)
ds.

В соответствии с условиями F2, (2.2) имеем:

∥∥F1
δ [x](t)− F1

δ [y](t)
∥∥
X
6

∫ t

0

∥∥∥f1
(
s, x(s)

)
− f1

(
s, y(s)

)∥∥∥
X
ds 6

6

∫ δ

0

N (s, σ) ds ‖x− y‖E(δ) 6
1

6
‖x− y‖E(δ).

Аналогичным образом, в соответствии с условиями B2, B6 и леммой 4, имеем:

∥∥F2
δ [x](t)−F2

δ [y](t)
∥∥
X
6

∫ t

0

∥∥∥b
(
s, x(s), C(s)ωδ[x]

)
− b

(
s, x(s), C(s)ωδ[y]

)∥∥∥
X
ds+

+

∫ t

0

∥∥∥b
(
s, x(s), C(s)ωδ[y]

)
− b

(
s, y(s), C(s)ωδ[y]

)∥∥∥
X
ds 6

6

∫ δ

0

M0N4(s, σρ) ds
∥∥ωδ[x]− ωδ[y]

∥∥
X
+

∫ δ

0

N2(s, σρ) ds ‖x− y‖E(δ).

Теперь, пользуясь условием (2.2), получаем:
∥∥F2

δ [x](t)−F2
δ [y](t)

∥∥
X
6

2

3
‖x− y‖E(δ).

Таким образом,
∥∥Fδ[x]−Fδ[y]

∥∥
E(δ)

6

(
1

6
+

2

3

)
‖x− y‖E(δ) =

5

6
‖x− y‖E(δ). �

Непосредственно из лемм 4–6 и в соответствии с принципом сжимающих отображений

Каччопполи–Банаха [32, глава XVI, § 1, теорема 1] получаем, что справедлива следующая

теорема.

Теорема 1. Уравнение (2.3) имеет решение x ∈ E(δ) = C(0, δ;X), удовлетворяющее оцен-

кам: ‖x‖E(δ) 6 σ,
∥∥ωδ[x]

∥∥
X
6 ρ. Иначе говоря, t1-локальная задача управления имеет реше-

ние вида u1(t) = C(t)ξ, ξ = ωδ[x] ∈ X .

Предполагая, что уже найдено управление u = ũ ∈ KC(0, ti−1;U) такое, что

x(tj ; ũ) = xλj
, ũ(t) = C(t)ξj , ξj ∈ X, ‖ξj‖X 6 ρ, t ∈ [tj−1; tj ], j = 1, i− 1,

рассмотрим ti-локальную задачу управления: найти управление û ∈ C(ti−1, ti;U) такое, что

û(t) = C(t)ξi, ξi ∈ X , ‖ξi‖X 6 ρ, x(ti; u) = xλi
при

u(t) =

{
ũ(t), t ∈ [0; ti−1),

û(t), t ∈ [ti−1; ti].

В соответствии с уравнением (1.2) решение x(t), отвечающее управлению u(t), на [0; ti−1]
совпадает с решением, отвечающим управлению ũ(t), а на [ti−1; ti] представляется в виде

x(t) = x0 +

∫ ti−1

0

f
(
s, x(s; ũ), ũ(s)

)
ds+

∫ t

ti−1

f
(
s, x(s), û(s)

)
ds =

= x(ti−1; ũ) +

∫ t

ti−1

f
(
s, x(s), û(s)

)
ds = xλi−1

+

∫ t

ti−1

f
(
s, x(s), û(s)

)
ds,

то есть может рассматриваться как решение уравнения:

x(t) = xλi−1
+

∫ t

ti−1

f
(
s, x(s), û(s)

)
ds, t ∈ [ti−1; ti], x ∈ C(ti−1, ti;X). (2.4)
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Если сделать замены τ = t − ti−1, r = s − ti−1, x̂(τ) = x(ti−1 + τ), ŵ(τ) = û(ti−1 + τ),
уравнение (2.4) можно переписать в виде:

x̂(τ) = xλi−1
+

∫ τ

0

f
(
ti−1 + r, x̂(r), ŵ(r)

)
dr, τ ∈ [0; δ], x̂ ∈ E(δ). (2.5)

Уравнение (2.5) имеет вид уравнения (1.2) на [0; δ], с тем лишь отличием, что вместо x0
выступает xλi−1

, а вместо функции f — ее сдвиг по первому аргументу на ti−1. Поэтому для

ti-локальной задачи управления ситуация t1-локальной задачи управления полностью вос-

производится, и стало быть, к ней (после указанных замен) применима теорема 1. Повторяя

описанный процесс по индукции, заключаем, что справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены предположения F1–F4, B1–B7, R1, R2. Тогда найдутся чис-

ло δ > 0, определяемое по правилам (2.1), (2.2) и соответственно, числа k =
T

δ
∈ N,

ti = iδ, λi =
i

k
, i = 0, k, такие, что существует управление u ∈ W вида

u(t) =
{
C(t)ξi, ξi ∈ X, t ∈ (ti−1; ti], i = 1, k

}
,

удовлетворяющее условиям: x(ti; u) = xλi
, i = 1, k, x(T ; u) = x1, ‖ξi‖X 6 ρ, i = 1, k. Это

означает, что глобальная задача управления имеет решение u(t).

Замечание 2. Анализ проведенных рассуждений показывает, что условия B4, B5 можно

ослабить следующим образом.

(B′

1) Существует невозрастающая функция β0 : R+ → R+ такая, что для любых чисел

0 6 τ1 < τ2 6 T имеем:
∫ τ2

τ1

[
b
(
s, x(s), C(s)ξ

)
, ξ
]
ds > β0(M)(τ2 − τ1)‖ξ‖

2 ∀ ξ ∈ X, x ∈ E(T ), ‖x‖E(T ) 6M.

(B′

2) Существует невозрастающая функция β1 : R+ → R+ такая, что для любых чисел

0 6 τ1 < τ2 6 T и любых x ∈ E(T ), ‖x‖E(T ) 6M , ξ1, ξ2 ∈ X имеем:
∫ τ2

τ1

[
b
(
s, x(s), C(s)ξ1

)
− b

(
s, x(s), C(s)ξ2

)
, ξ1 − ξ2

]
ds > β1(M)(τ2 − τ1)‖ξ1 − ξ2‖

2.

Отличие состоит в том, что условие R1 надо заменить следующим.

(R′

1) Пусть существует число κ > 0, удовлетворяющее неравенству:

κ <
K2(ζ0)

β0(ζ0 + κM0)
, (2.6)

и для соответствующего числа σ = ζ0 + κM0 имеем: ε ≡ ρ−
K2(σ)

β0(σ)
> 0.

После того, как число σ выбрано, полагаем β0 = β0(σ), β1 = β1(σ) и дословно воспроизво-

дим все последующие рассуждения.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены предположения F1–F4, B1–B3, B
′

1, B
′

2, B6, B7, R
′

1, R2. Тогда

справедливо утверждение теоремы 2.

Замечание 3. Согласно теореме об устойчивости знака непрерывной функции, для разре-

шимости неравенства (2.6) достаточно, чтобы функция β0(·) была непрерывной и выпол-

нялась оценка
K2(ζ0)

β0(ζ0)
> 0. Тогда непрерывная функция ψ(κ) =

K2(ζ0)

β0(ζ0 + κM0)
− κ сохранит

положительный знак и в некоторой окрестности точки κ = 0.
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§ 3. Пример: сильно нелинейное псевдопараболическое уравнение

К уравнению (1.1), и соответственно (1.2), могут быть сведены многие эволюционные

системы, связанные с сильно нелинейными дифференциальными уравнениями псевдопара-

болического типа. Следуя [34], рассмотрим, в частности, начально-краевую задачу, связан-

ную с (сначала неуправляемым) уравнением вида:

∂

∂t

(
∆ϕ− |ϕ|q1ϕ

)
+∆ϕ + |ϕ|q2ϕ = 0, ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕ

∣∣
∂Ω

= 0, (3.1)

где qi > 0, i = 1, 2, Ω ⊂ Rn — ограниченная область с гладкой границей класса C(2,δ),

δ ∈ (0; 1], n > 1. Для получения необходимых оценок в [34] предполагается дополнительно,

что qi <
4

n− 2
при n > 3, q1 > 1.

Подчеркнем, что неуправляемая задача (3.1) используется здесь как вспомогательная,

поскольку для нее требуются соответствующие результаты, в частности, некоторые оцен-

ки, полученные в [34]. Основным объектом исследования будет управляемый аналог зада-

чи (3.1), а именно уравнение (3.5), см. далее. Но для того, чтобы обосновать выполнение

абстрактных условий управляемости, приходится устанавливать некоторые свойства опе-

раторов, порождаемых задачей (3.1) — см. леммы 7–14 далее. Как показано в [34], зада-

ча (3.1) возникает при исследовании квазистационарных процессов в проводящих средах

без дисперсии (в частности, в полупроводниках). Уравнение (3.1) — это частный случай

уравнения [35]:

∂

∂t

(
∆ϕ− |ϕ|q1ϕ

)
+∆ϕ+ g(t, ϕ) = 0, ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕ

∣∣
∂Ω

= 0.

Здесь ϕ — это потенциал электрического поля, а g(t, ϕ) характеризует источники или стоки

тока свободных электронов из примесных центров или в примесные центры кристалли-

ческой решетки полупроводников, в зависимости от того, являются ли они донорами или

акцепторами. Конкретный вид функции g(t, ϕ) зависит от параметров кристаллической ре-

шетки. В (3.1) используется простое модельное распределение g(t, ϕ) = λ|ϕ|qϕ, q > 0, где

λ < 0 для донорных и λ > 0 для акцепторных примесных центров соответственно; λ = 0
при отсутствии примесных центров.

Обозначим X = H1
0(Ω). Для сведе́ния уравнения (3.1) к операторному дифференци-

альному уравнению в X будем действовать аналогично [34], только вместо скобок двой-

ственности между X = H1
0(Ω) и его сопряженным пространством H−1(Ω) мы, в соот-

ветствии с нашей абстрактной схемой, будем использовать в X скалярное произведение

[ϕ, ψ] = (∇ϕ,∇ψ)Ln
2

=

∫

Ω

∇ϕ(s) · ∇ψ(s) ds, ϕ, ψ ∈ X , корректное в силу неравенства

Пуанкаре–Фридрихса, и отождествлять X с X∗ в соответствии с теоремой Рисса о пред-

ставлении линейного непрерывного функционала в гильбертовом пространстве.

Пусть ϕ(x, t) — классическое (то есть достаточной гладкости) решение уравнения (3.1).

Непосредственной проверкой устанавливается, что справедливо равенство:

∂

∂t

(
|ϕ|q1ϕ

)
= (q1 + 1)|ϕ|q1

∂ϕ

∂t
.

Домножим тождество (3.1) на произвольную ω ∈ X и проинтегрируем по Ω:

∫

Ω

∂

∂t
∆ϕω ds− (q1 + 1)

∫

Ω

|ϕ|q1
∂ϕ

∂t
ω ds+

∫

Ω

∆ϕω ds+

∫

Ω

|ϕ|q2ϕω ds = 0.
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Используя интегрирование по частям и домножая на (−1), получаем:

∂

∂t
[ϕ, ω] + (q1 + 1)aq1[ϕ]

(
∂ϕ

∂t
, ω

)
+ [ϕ, ω]− aq2[ϕ](ϕ, ω) = 0, aqi [ϕ](χ, ω) =

∫

Ω

|ϕ|qiχω ds.

Зафиксируем произвольно число σ ∈ (0; 1) и рассмотрим билинейную форму

aσ,1[ϕ](χ, ω) = (q1 + 1)aq1[ϕ](χ, ω) + σ [χ, ω].

При выполнении неравенства (мы используем обозначения [34]) p3 = q1+2 <
2n

n− 2
, соглас-

но теореме вложения С. Л. Соболева, справедливо непрерывное (и компактное) вложение

X ⊂ Lp3(Ω). Соответственно,

|ϕ(·, t)|q1χω ∈ L1(Ω), χω ∈ Lp̃3(Ω), |ϕ(·, t)|
q1 ∈ Lp̃′

3
(Ω), p̃3 =

p3

2
, p̃ ′

3 =
p3

p3 − 2
=
q1 + 2

q1
,

и согласно неравенству Гёльдера,
∣∣aq1 [ϕ](χ, ω)

∣∣ 6 ‖ϕ‖q1Lp3
‖χω‖Lp̃3

6 ‖ϕ‖q1Lp3
‖χ‖Lp3

‖ω‖Lp3
.

С учетом непрерывного вложения пространств X ⊂ Lp3(Ω) отсюда ясно, что билинейная

форма aσ,1[ϕ](χ, ω) ограничена и, очевидно, коэрцитивна с константой σ. Поэтому согласно

теореме Лакса–Мильграма [36, глава III, 7, с. 134] существует ЛОО Rσ,1(ϕ), обратимый

на всем пространстве X и такой, что

aσ,1[ϕ](χ, ω) =
[
Rσ,1(ϕ)χ, ω

]
,

∥∥Rσ,1(ϕ)
∥∥ 6 (q1 + 1)κp3‖ϕ‖q1X + σ,

∥∥Rσ,1(ϕ)
−1
∥∥ 6 σ−1,

где κ — константа непрерывного вложения X ⊂ Lp3(Ω).
Аналогичные рассуждения можем провести и для билинейной формы

aσ,2[ϕ](χ, ω) = aq2[ϕ](χ, ω) + σ [χ, ω].

В результате получаем, что классическое решение удовлетворяет тождеству:
[
J(ϕ)

[
∂ϕ

∂t

]
+ (σ + 1)ϕ−Rσ,2(ϕ)ϕ, ω

]

X

= 0 ∀ω ∈ X, (3.2)

где

J(ϕ)χ = (1− σ)χ+Rσ,1(ϕ)χ,
∥∥J(ϕ)

∥∥ 6 1 + (q1 + 1)κp3‖ϕ‖q1X .

Стало быть, сильное обобщенное решение исходного уравнения (3.1) можно понимать

как функцию ϕ ∈ C
1(0, T ;X), удовлетворяющую тождеству (3.2).

Очевидно, что
[
Rσ,1(ϕ)χ, χ

]
= aσ,1[ϕ](χ, χ) > σ‖χ‖2X . Поэтому

[
J(ϕ)χ, χ

]
> ‖χ‖2X ,

то есть ЛОО J(ϕ) : X → X∗ = X сильно монотонный. Отсюда [31, глава III, § 2, след-

ствие 2.3, с. 97] вытекает, что существует обратный ЛОО J(ϕ)−1, который является сильно

монотонным. В частности, для всех ξ, ϕ ∈ X , ‖ϕ‖X 6M , имеем:

[
J(ϕ)−1ξ, ξ

]
>

1∥∥J(ϕ)
∥∥2 ‖ξ‖

2 > β0(M) ‖ξ‖2, β0(M) =
(
1 + (q1 + 1)κp3M q1

)−2
. (3.3)

Поэтому тождество (3.2) равносильно уравнению в пространстве X:

dϕ

dt
= G

[
ϕ(t)

]
, t ∈ [0;T ]; ϕ(0) = ϕ0 ∈ X ; G(ϕ) = J(ϕ)−1

[
Rσ,2(ϕ)ϕ− (σ+1)ϕ

]
. (3.4)

Если обозначить f1(t, ϕ) = G(ϕ), то нам нужно убедиться, что выполнены условия F1–F4.

Так как явной зависимости от t нет, для выполнения F1 достаточно F2.
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Лемма 7. Для любого ϕ ∈ X имеем:
∥∥J(ϕ)−1

∥∥ 6 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для ξ ∈ X положим η = J(ϕ)−1[ξ]. Тогда по доказанному

и по неравенству Коши–Буняковского

‖η‖2X 6
[
J(ϕ)η, η

]
= [ξ, η] 6 ‖ξ‖X‖η‖X ⇒ ‖η‖X 6 ‖ξ‖X. �

Лемма 8. Для любых ϕ, ψ ∈ Lp3(Ω) имеем: ‖ϕq1−1ψ‖L
p̃ ′

3

6 ‖ϕ‖q1−1
Lp3

‖ψ‖Lp3
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим неравенство Гёльдера при q′1 =
q1

q1 − 1
:

‖ϕq1−1ψ‖L
p̃ ′

3

6

(∫

Ω

(
ϕ(q1−1)p̃ ′

3

)q′1 ds
)1/(p̃ ′

3
q′
1
)(∫

Ω

(
ψp̃ ′

3

)q1
ds

)1/(q1p̃ ′

3
)

= ‖ϕ‖q1−1
Lp3

‖ψ‖Lp3
. �

Лемма 9. Для любых ϕ1, ϕ2 ∈ Lp3(Ω) имеем:

∥∥|ϕ1|
q1 − |ϕ2|

q1
∥∥
L
p̃ ′

3

6 q1‖ψ‖
q1−1
Lp3

‖ϕ1 − ϕ2‖Lp3
, ψ = max

{
|ϕ1|, |ϕ2|

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всякого t ∈ [0; 1) по формуле Лагранжа имеем:

1− tq1 = q1(θ)
q1−1(1− t) 6 q1(1− t), θ ∈ (t; 1).

Предположим, для определенности, что |ϕ1| > |ϕ2|. Тогда

|ϕ1|
q1 − |ϕ2|

q1 = |ϕ1|
q1

(
1−

|ϕ2|q1

|ϕ1|q1

)
6 q1|ϕ1|

q1

(
1−

|ϕ2|

|ϕ1|

)
.

С учетом леммы 8, дальнейшее очевидно. �

Лемма 10. Для любых ϕ1, ϕ2, η ∈ X , ‖ϕi‖X 6M , имеем:

∥∥∥
(
Rσ,1(ϕ1)− Rσ,1(ϕ2)

)
[η]

∥∥∥
X
6 C1M

q1−1 ‖η‖X ‖ϕ1 − ϕ2‖X , C1 = 2(q1−1)/p3(q1 + 1)q1κ
p3 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного ω ∈ X имеем:

[(
Rσ,1(ϕ1)− Rσ,1(ϕ2)

)
[η], ω

]
= aσ,1[ϕ1](η, ω)− aσ,1[ϕ2](η, ω) =

= (q1 + 1)

∫

Ω

{
|ϕ1|

q1 − |ϕ2|
q1
}
ηω ds,

∫

Ω

∣∣|ϕ1|
q1 − |ϕ2|

q1
∣∣ |ηω| ds 6

∥∥|ϕ1|
q1 − |ϕ2|

q1
∥∥
L
p̃ ′

3

κ2‖η‖X‖ω‖X.

Остается принять ω =
(
Rσ,1(ϕ1) − Rσ,1(ϕ2)

)
[η] и воспользоваться леммой 9. Множи-

тель 2(q1−1)/p3 появляется из-за того, что ψ = max
{
|ϕ1|, |ϕ2|

}
6∈ X . Поэтому приходится

разделять множество Ω на два подмножества Ω+ — там, где |ϕ1| > |ϕ2|, и Ω− — там, где

|ϕ1| < |ϕ2|. Соответственно,

∫

Ω

|ψ|p3 ds =

∫

Ω+

|ϕ1|
p3 ds+

∫

Ω−

|ϕ2|
p3 ds 6 2

∫

Ω

|ϕ̃|p3 ds,

где ϕ̃ — та из функций ϕ1, ϕ2, для которой максимальна норма в Lp3(Ω). �
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Лемма 11. Для любых ϕ1, ϕ2, ξ ∈ X , ‖ϕi‖X 6M , ηi = J(ϕi)
−1[ξ] имеем:

‖η1 − η2‖X 6 C1M
q1−1‖ξ‖X ‖ϕ1 − ϕ2‖X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что

0 = J(ϕ1)[η1]− J(ϕ2)[η2] = (1− σ)[η1 − η2] +Rσ,1(ϕ1)[η1]−Rσ,1(ϕ2)[η2]±Rσ,1(ϕ1)[η2] =

= J(ϕ1)[η1 − η2] +
(
Rσ,1(ϕ1)−Rσ,1(ϕ2)

)
[η2],

откуда

‖η1 − η2‖X 6
∥∥J(ϕ1)

−1
∥∥
∥∥∥
(
Rσ,1(ϕ1)− Rσ,1(ϕ2)

)
[η2]

∥∥∥
X
.

Остается воспользоваться леммой 10 и заметить, что по лемме 7

∥∥J(ϕ1)
−1
∥∥ 6 1, ‖η2‖X 6

∥∥J(ϕ2)
−1
∥∥ ‖ξ‖X 6 ‖ξ‖X . �

Совершенно аналогично лемме 10 доказывается следующая лемма.

Лемма 12. Для любых ϕ1, ϕ2, η ∈ X , ‖ϕi‖X 6M , имеем:

∥∥∥
(
Rσ,2(ϕ1)− Rσ,2(ϕ2)

)
[η]

∥∥∥
X
6 C2M

q1−1 ‖η‖X ‖ϕ1 − ϕ2‖X , C2 = 2(q1−1)/p3q1κ
p3.

Положим Fσ(ϕ) = Rσ,2(ϕ)ϕ− (σ + 1)ϕ.

Лемма 13. Для любых ϕ1, ϕ2 ∈ X , ‖ϕi‖X 6 M , имеем:

∥∥Fσ(ϕ1)− Fσ(ϕ2)
∥∥
X
6 µ1(M) ‖ϕ1 − ϕ2‖X , µ1(M) = (κp3 + C2)M

q1 + 2σ + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

Fσ(ϕ1)− Fσ(ϕ2) = Rσ,2(ϕ1)[ϕ1 − ϕ2] +
(
Rσ,2(ϕ1)− Rσ,2(ϕ2)

)
[ϕ2]− (σ + 1)(ϕ1 − ϕ2).

Аналогично Rσ,1 получаем оценку:
∥∥Rσ,2(ϕ1)

∥∥ 6 κp3M q1 + σ.

После этого остается воспользоваться леммой 12. �

Лемма 14. Для любых ϕ1, ϕ2 ∈ X , ‖ϕi‖X 6 M , имеем:

∥∥G(ϕ1)−G(ϕ2)
∥∥
X
6 µ2(M) ‖ϕ1 − ϕ2‖X , µ2(M) = µ1(M) + C1M

q1 (κp3M q1 + 2σ + 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

G(ϕ1)−G(ϕ2) = J(ϕ1)
−1
[
Fσ(ϕ1)− Fσ(ϕ2)

]
+
(
J(ϕ1)

−1 − J(ϕ2)
−1
)
Fσ(ϕ2).

Очевидно, что
∥∥Fσ(ϕ2)

∥∥
X
6 (κp3M q1 + 2σ + 1)M .

После этого остается воспользоваться леммами 7, 11, 13. �

Итак, для функции f1(t, ϕ) = G(ϕ) выполнено условие F2 при N (t,M) = µ2(M). Учи-

тывая, что f1(t, 0) = G(0) = 0, условие F3 тоже выполнено при N1(t,M) = µ2(M)M .

Поскольку зависимость от t отсутствует, то ясно, что и условие F4 выполнено при K1(M) =
= µ2(M), K2(M) = µ2(M)M . Но нам будет удобно считать, что K2(M) = µ2(M)M + 1 —

это не противоречит условию F4.

В [34] для задачи (3.1) доказаны: единственность решения и локальная разрешимость;

при условии q1 > q2 — глобальная разрешимость; при условии q1 < q2 установлено су-

ществование максимального по времени решения и получена оценка сверху для времени
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разрушения решения. Глобальная разрешимость доказана также при условии достаточной

малости нормы ‖ϕ0‖X .

Перейдем теперь к управляемому аналогу задачи (3.1):

∂

∂t

(
∆ϕ− |ϕ|q1ϕ

)
+∆ϕ+ |ϕ|q2ϕ = div u(t), ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕ

∣∣
∂Ω

= 0, (3.5)

где управление u(t) принимает значения в U = Ln
2 (Ω). Пусть оператор B : U → X строится

аналогично примеру 2 и соответственно, B∗[ξ] = ∇ξ, ‖B‖ = ‖B∗‖ = 1. Предположим,

z = BB∗ξ = B[∇ξ] — по определению оператора B, единственный элемент X такой, что

(∇z,∇ψ)Ln
2
= [z, ψ] = ℓ[∇ξ](ψ) = (∇ξ,∇ψ)Ln

2
∀ψ ∈ X.

И в силу единственности, z = ξ. Таким образом, BB∗ = I . Будем считать, что C(t) = B∗.

Аналогично (3.1), задача (3.5) представляется в виде уравнения в X:

dϕ

dt
= G

[
ϕ(t)

]
+ J

[
ϕ(t)

]−1
Bu, t ∈ [0;T ]; ϕ(0) = ϕ0 ∈ X,

а оно, в свою очередь, трактуется как интегральное уравнение:

ϕ(t) = ϕ0 +

∫ t

0

f
(
ϕ(s), u(s)

)
ds, ϕ ∈ E(T ) = C(0, T ;X), (3.6)

где f(ϕ, u) = f1(ϕ)+ b(ϕ, u) = G(ϕ)+ J(ϕ)−1Bu. В этом смысле можем считать, что u(t) —

кусочно постоянное управление со значениями в U .

Проверим, что функция b(ϕ, u) удовлетворяет условиям B1–B3, B
′

1, B
′

2, B6, B7.

С учетом леммы 11, условие B1 выполняется очевидным образом. Опять же из лем-

мы 11 вытекает условие B2 с функцией N2(t,M) = µ3(M) = C1M
q1 . Отсюда же следует

и условие B7 с функцией K3(M) = µ3(M). Непосредственно из леммы 7 вытекают усло-

вия B3, B6 с функциями N3(t,M) = N4(t,M) = M . В соответствии с оценкой (3.3) и тем,

что BC = BB∗ = I , выполнено также и условие B′

1 с указанной функцией β0(M). С учетом

линейности b(ϕ, u) по u выполнено также и условие B
′

2 при β1(M) = β0(M).
Наконец, при использовании условия R

′

1 требуется еще разрешимость неравенства (2.6).

Здесь, с учетом выбора функций K2(M), β0(M), можно воспользоваться замечанием 3.

Таким образом, применима теорема 3.

Замечание 4. Если вместо управления u(t) использовать управление с обратной связью:

v[ϕ](t) =
(
1+(q1+1)κp3‖ϕ‖q1X

)2
u(t), то, как видно из (3.3) и из оценки нормы

∥∥J(ϕ)
∥∥, в ро-

ли β0 будет выступать константа β0 = 1. В этом случае оказывается применимой теорема 2.
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For a Cauchy problem associated with a nonlinear ordinary differential equation in a Hilbert space X, we

obtain sufficient conditions for exact controllability to a given final state (as well as to given intermediate

states at intermediate times) over arbitrarily fixed (without additional conditions) time interval under a

constraint on the control norm value. This is a generalization of a similar result previously obtained by

the author for the case of an operator differential equation with a stationary linear operator and linearly

incoming control without a constraint on the norm. As before, the Minty–Browder theorem is used, as

well as the chain technology for sequentially continuing the solution of the control system to intermediate

states. As an example (of independent interest), a strongly nonlinear pseudoparabolic partial differential

equation describing the evolution of an electric field in a semiconductor is considered.
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