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Введение

Майорановские локализованные состояния (МЛС) представляют собой устойчивые ней-

тральные квазичастицы с нулевой энергией, возникающие вблизи границ топологического

сверхпроводника [1–4]. Существуют реальные перспективы использования МЛС в кванто-

вых вычислениях [4–7].

Сравнительно недавно были проведены успешные эксперименты по поиску и изучению

МЛС [8, 9]. При этом использовались решеточные модели, восходящие к цепочке Китаева,

с малым числом узлов (квантовых точек). В коротких цепочках отсутствует или ослабе-

вает топологическая защита МЛС от внешних воздействий [10], поэтому важной задачей

становится поиск точек или областей устойчивости МЛС в пространстве параметров.

В статье рассматриваются две решеточные модели Боголюбова–де Жена (БдЖ) с двумя

и тремя узлами в сверхпроводящем участке и двумя присоединенными квантовыми точка-

ми, полученные из периодической модели Китаева (см. [1–4]). Найдены условия существо-

вания нулевого собственного значения, получены аналитические выражения для соответ-

ствующих собственных функций, позволяющие оценить их близость к МЛС и устойчивость

при изменении параметров системы.

§ 1. Гамильтониан БдЖ

Рассмотрим гамильтониан БдЖ в импульсном представлении, действующий на функции

Ψ(k) =
(

ψ1(k), ψ2(k)
)T

, где T — транспонирование, по формуле

H(k)Ψ(k) =

(

−2t cos k − µ 2i∆sin k
−2i∆sin k 2t cos k + µ

)

Ψ(k) (1.1)

(см. [1–4]). Здесь t — амплитуда перехода на соседний узел, ∆ — сверхпроводящий параметр

(параметр спаривания), µ — химический потенциал. Далее предполагаем, что t > 0, ∆ > 0,
µ ∈ R.

Найдем гамильтониан БдЖ в координатном представлении, применяя формулу для ко-

эффициентов Фурье

ψ(n) =
1√
2π

π
∫

−π

eiknψ(k) dk

https://doi.org/10.35634/vm260206


Т. С. Тинюкова, Ю. П. Чубурин 297

к каждой компоненте H(k)Ψ(k), имеем

1√
2π

π
∫

−π

eikn
(

−
(

t(eik + e−ik) + µ
)

ψ1(k) + ∆(eik − e−ik)ψ2(k)
−∆(eik − e−ik)ψ1(k) +

(

t(eik + e−ik) + µ
)

ψ2(k)

)

dk = (1.2)

=

(

−t
(

ψ1(n + 1) + ψ1(n− 1)
)

+∆
(

ψ2(n+ 1)− ψ2(n− 1)
)

− µψ1(n)
t
(

ψ2(n + 1) + ψ2(n− 1)
)

−∆
(

ψ1(n + 1)− ψ1(n− 1)
)

+ µψ2(n)

)

= H

(

ψ1(n)
ψ2(n)

)

(см. рис. 1); компоненты ψ1(n) и ψ2(n) функции Ψ(n) описывают, соответственно, электро-

ны и дырки.

· · · n− 2 n− 1 n n+ 1 n+ 2 · · ·

−∆ −∆ −∆ −∆ −∆ −∆

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

t t t t t t

−t −t −t −t −t −t−µ −µ −µ −µ −µ

µ µ µ µ µ

ψ1(n)

ψ2(n)

Рис. 1. Модель БдЖ для бесконечной цепочки. Функция ψ1(n) определена на узлах верхней

(электронной) подрешетки, а функция ψ2(n) — на узлах нижней (дырочной) подрешетки,

n — номер узла. Коэффициенты перехода между узлами соответствуют (1.2)

§ 2. Два узла и две квантовые точки

В течение последних нескольких лет проводились плодотворные эксперименты по по-

иску МЛС в системах, содержащих малое число квантовых точек. Такие системы успешно

исследуются с помощью моделей, содержащих малое число узлов и восходящих к цепочке

Китаева.

Рассмотрим конечную модель БдЖ с двумя узлами на подрешетках в сверхпроводящей

области, при этом узлы верхней подрешетки соответствуют электронам, а узлы нижней

подрешетки — дыркам (см. рис. 2) (ср. [12–16]). Квантовые точки вне сверхпроводящей

области служат для управления квазичастицами.

ψ20 ψ21 ψ22 ψ23

ψ10 ψ11 ψ12 ψ13

−∆∆

tl t tr

−tl −t −tr−νl −µ −µ −νr

νl µ µ νr

Рис. 2. Модель БдЖ с двумя узлами. Здесь ±νl, ±νr — энергии квантовых точек, ±tl,
±tr — амплитуды перехода между квантовыми точками и сверхпроводящим участком.

Функция ψ1n определена на узлах верхней подрешетки, а функция ψ2n — на узлах ниж-

ней подрешетки, n = 0, 1, 2, 3. Сверхпроводящий участок выделен пунктиром
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Рассматриваемая модель описывается эрмитовым матричным гамильтонианом

H2Ψ =

























−νl −tl 0 0 0 0 0 0
−tl −µ −t 0 0 0 ∆ 0
0 −t −µ −tr 0 −∆ 0 0
0 0 −tr −νr 0 0 0 0
0 0 0 0 νl tl 0 0
0 0 −∆ 0 tl µ t 0
0 ∆ 0 0 0 t µ tr
0 0 0 0 0 0 tr νr

























Ψ (2.1)

(индекс 2 показывает число узлов в сверхпроводящем участке каждой подрешетки). H2 дей-

ствует на функции вида Ψ = (ψ10, ψ11, ψ12, ψ13, ψ20, ψ21, ψ22, ψ23)
T . В дальнейшем будем

предполагать, что параметры tr, tl, νr, νl вещественны и не обращаются в нуль.

Обозначим L = µ− t2l
νl

, R = µ− t2r
νr

.

Теорема 2.1. Необходимое и достаточное условие существования нулевого собственного

значения гамильтониана H2 имеет вид

RL = t2 −∆2. (2.2)

Если (2.2) выполнено, то гамильтониан H2 имеет собственные функции

Ψ1 =

(

− tl
νl
, 1,−L

t
,
tr
νr

L

t
,
tl
νl

∆

t
,−∆

t
, 0, 0

)T

,

Ψ2 =

(

0, 0,
∆

t
,− tr

νr

∆

t
,
tl
νl

R

t
,−R

t
, 1,− tr

νr

)T

.

(2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решим уравнение

H2Ψ = 0. (2.4)

Используя (2.1), получим

ψ10 = − tl
νl
ψ11, ψ13 = − tr

νr
ψ12, ψ20 = − tl

νl
ψ21, ψ23 = − tr

νr
ψ22 (2.5)

и








−L −t 0 ∆
−t −R −∆ 0
0 −∆ L t
∆ 0 t R

















ψ11

ψ12

ψ21

ψ22









= 0. (2.6)

Используя (2.6), имеем

ψ12 = −L
t
ψ11 +

∆

t
ψ22, ψ21 = −∆

t
ψ11 −

R

t
ψ22 (2.7)

и
(

LR − t2 +∆2 0
0 LR− t2 +∆2

)(

ψ11

ψ22

)

= 0. (2.8)

Приравнивая определитель матрицы к нулю, получаем необходимое и достаточное усло-

вие существования ненулевого решения уравнения (2.4). Равенство (2.8) при этом будет

выполнено для произвольных ψ11 и ψ22.

Далее предполагая, что (2.2) выполняется, найдем собственные функции. Подставляя

ψ11 = 1, ψ22 = 0 и ψ11 = 0, ψ22 = 1 в (2.5) и (2.7), получим соответственно Ψ1 и Ψ2,

определенные равенствами (2.3). �



Т. С. Тинюкова, Ю. П. Чубурин 299

Замечание 2.1. Обозначим электронную часть, то есть первые четыре компоненты, соб-

ственной функции Ψ через Ψe. При L 6= 0 в пространстве собственных функций (2.3) выбе-

рем базис (∆/L)Ψ1 +Ψ2, Ψ2. На рис. 3 изображены графики нормированных электронных

частей выбранного базиса:

∆

L
Ψe

1 +Ψe
2 =

∆

L

(

− tl
νl
, 1, 0, 0

)T

, Ψe
2 =

∆

t

(

0, 0, 1,− tr
νr

)T

.

Заметим, что в случае L = 0 графики нормированных Ψ1 и Ψ2 совпадут с графиками

на рис. 3.

В рассматриваемой модели МЛС имеют вид электрон+ дырка. Кроме того, МЛС, как

принято считать [4], появляются на границе сверхпроводник–другой материал. «Стандарт-

ные» МЛС появляются, если t = ∆, µ = 0 и tr = tl = 0 (следовательно, выполнено

условие (2.2)), собственные функции при этом имеют вид

Ψ1 = (0, 1, 0, 0, 0,−1, 0, 0)T , Ψ2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0)T

и, таким образом, «стандартные» МЛС локализованы в граничных узлах сверхпроводящего

участка.

В нашем случае наличию МЛС соответствует увеличение значений параметров νl и νr,
то есть энергий присоединенных квантовых точек (см. рис. 3). Назовем МЛС устойчивым,

если изменение его локализации на краю сверхпроводящего участка при небольших из-

менениях параметров системы будет незначительным. Выделенный выше базис не зависит

от параметров сверхпроводящего участка t, ∆, µ, а лишь от характеристик присоединенных

квантовых точек. При этом чем больше будут значения νl и νr, тем устойчивее будет МЛС.

|Ψe

1
(n)|2

‖Ψe

1
‖2

tl = 1
νl = 1
νl = 2
νl = 4

n
0 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

νr = 1
νr = 2
νr = 4

tr = 1

n
0 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
|Ψe

2
(n)|2

‖Ψe

2
‖2

Рис. 3. Графики функций |Ψe
j(n)|2/‖Ψe

j‖2, j = 1, 2, где Ψe
1 — электронная часть собственной

функции ∆
L
Ψ1 +Ψ2, а Ψe

2 — электронная часть Ψ2

Замечание 2.2. Рассмотрим равенство (2.2):

(

µ− t2l
νl

)(

µ− t2r
νr

)

= t2 −∆2. (2.9)

Левую часть (2.9) обозначим f(µ). Графиком f(µ) является парабола (см. рис. 4), вершина

которой находится в точке (µ0, f(µ0)), где

µ0 =
1

2

(

t2l
νl

+
t2r
νr

)

, f(µ0) = −1

4

(

t2l
νl

− t2r
νr

)2

.
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µ

f(µ)

t2 −∆2

t2
l

νl

t2r
νr

(µ0, f(µ0))

Рис. 4. Схематичный график левой f(µ) =
(

µ− t2
l

νl

)(

µ− t2r
νr

)

и правой частей равенства (2.9)

Таким образом, уравнение (2.9) имеет решение в пространстве параметров, если

(

t2l
νl

− t2r
νr

)2

> 4(∆2 − t2). (2.10)

Неравенство (2.10) определяет внешность конуса в пространстве параметров
(

t,∆,
t2
l

νl
− t2r

νr

)

при ∆ > t и всегда справедливо при ∆ 6 t.

§ 3. Три узла и две квантовые точки

Рассмотрим гамильтониан БдЖ, описывающий модель с тремя узлами в сверхпроводя-

щих участках верхней и нижней подрешеток и двумя управляющими квантовыми точками,

имеющий вид

H3Ψ =

































−νl −tl 0 0 0 0 0 0 0 0
−tl −µ −t 0 0 0 0 ∆ 0 0
0 −t −µ −t 0 0 −∆ 0 ∆ 0
0 0 −t −µ −tr 0 0 −∆ 0 0
0 0 0 −tr −νr 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 νl tl 0 0 0
0 0 −∆ 0 0 tl µ t 0 0
0 ∆ 0 −∆ 0 0 t µ t 0
0 0 ∆ 0 0 0 0 t µ tr
0 0 0 0 0 0 0 0 tr νr

































Ψ (3.1)

и действующий на функции Ψ = (ψ10, ψ11, ψ12, ψ13, ψ14, ψ20, ψ21, ψ22, ψ23, ψ24)
T (см. рис. 5).

Теорема 3.1. Равенство

(R + L)(t2 −∆2) = µLR (3.2)

является необходимым и достаточным условием существования нулевого собственного

значения гамильтониана H3. Если (3.2) выполнено, то существуют две собственные функ-



Т. С. Тинюкова, Ю. П. Чубурин 301

ψ20 ψ21 ψ22 ψ23 ψ24

ψ10 ψ11 ψ12 ψ13 ψ14

-∆∆ -∆∆

tl t t tr

−tl −t −t −tr−νl −µ −µ −µ −νr

νl µ µ µ νr

Рис. 5. Модель БдЖ с тремя узлами

ции гамильтониана H3, имеющие вид

Ψ1 =

(

tl
νl

t

L
,− t

L
, 1,− t

R
,
tr
νr

t

R
,− tl

νl

∆

L
,
∆

L
, 0,−∆

R
,
tr
νr

∆

R

)T

,

Ψ2 =

(

− tl
νl

∆

L
,
∆

L
, 0,−∆

R
,
tr
νr

∆

R
,
tl
νl

t

L
,− t

L
, 1,− t

R
,
tr
νr

t

R

)T
(3.3)

при LR 6= 0;

Ψ3 =

(

− tl
νl

µR

2t2
,
µR

2t2
,−R

2t
, 1,− tr

νr
, 0, 0,−R

2t
, 1,− tr

νr

)T

,

Ψ4 =

(

− tl
νl
, 1,−L

2t
,
µL

2t2
,− tr

νr

µL

2t2
,
tl
νl
,−1,

L

2t
, 0, 0

)T
(3.4)

при LR = 0 и t = ∆;

Ψ5 =

(

tl
νl

t2 +∆2

2∆t
,−t

2 +∆2

2∆t
, 0,

t2 −∆2

2∆t
,− tr

νr

t2 −∆2

2∆t
,− tl

νl
, 1, 0, 0, 0

)T

,

Ψ6 =

(

− tl
νl

∆2 − t2

2∆t
,
∆2 − t2

2∆t
, 0,

t2 +∆2

2∆t
,− tr

νr

t2 +∆2

2∆t
, 0, 0, 0, 1,− tr

νr

)T
(3.5)

при L = R = 0 и t 6= ∆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим уравнение

H3Ψ = 0. (3.6)

В силу (3.1), из (3.6) получим

ψ10 = − tl
νl
ψ11, ψ14 = − tr

νr
ψ13, ψ20 = − tl

νl
ψ21, ψ24 = − tr

νr
ψ23 (3.7)

и
















−L −t 0 0 ∆ 0
−t −µ −t −∆ 0 ∆
0 −t −R 0 −∆ 0
0 −∆ 0 L t 0
∆ 0 −∆ t µ t
0 ∆ 0 0 t R

































ψ11

ψ12

ψ13

ψ21

ψ22

ψ23

















= 0. (3.8)

Рассмотрим три случая.
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1. L 6= 0, R 6= 0. Из (3.8) имеем

ψ11 = − t

L
ψ12 +

∆

L
ψ22, ψ21 =

∆

L
ψ12 −

t

L
ψ22 (3.9)

и








−µ+ t2/L−∆2/L −t 0 ∆
−t −R −∆ 0
0 −∆ µ+∆2/L− t2/L t
∆ 0 t R

















ψ12

ψ13

ψ22

ψ23









= 0. (3.10)

Из (3.10) получим

ψ13 = − t

R
ψ12 −

∆

R
ψ22, ψ23 = −∆

R
ψ12 −

t

R
ψ22 (3.11)

и
(

−µ+ t2/L−∆2/L+ t2/R−∆2/R 0
0 µ+∆2/L− t2/L+∆2/R− t2/R

)(

ψ12

ψ22

)

= 0.

(3.12)

Условие существование ненулевого решения (3.12), а значит и (3.6), имеет вид

µ− t2

L
+

∆2

L
− t2

R
+

∆2

R
= 0

или, что то же, (3.2).

Пусть (3.2) выполнено, тогда произвольные ψ12 и ψ22 будут решениями (3.12). Исполь-

зуя (3.7), (3.9), (3.11) и принимая ψ12 = 1, ψ22 = 0, получим решение (3.6) Ψ1, определенное

равенством (3.3). Если ψ12 = 0, ψ22 = 1, получим Ψ2 из (3.3).

2. L = 0. Из (3.8) получим
(

−t ∆
−∆ t

)(

ψ12

ψ22

)

= 0. (3.13)

Пусть ∆ = t, тогда ψ12 = ψ22 и









−t −µ −t −t t
0 −2t −R 0 0
t µ −t t t
0 2t 0 0 R





















ψ11

ψ12

ψ13

ψ21

ψ23













= 0. (3.14)

Из (3.14) имеем

ψ13 = ψ23, ψ12 = −R
2t
ψ13, ψ11 =

µR

2t2
ψ13 − ψ21.

Подставляя ψ13 = 1, ψ21 = 0, получим Ψ3 из (3.4) при L = 0. Если ψ13 = 0, ψ21 = 1,
то получим −Ψ4 из (3.4).

Теперь будем считать, что ∆ 6= t, тогда из (3.8) и (3.13) имеем ψ12 = ψ22 = 0 и









−t −t −∆ ∆
0 −R 0 0
∆ −∆ t t
0 0 0 R

















ψ11

ψ13

ψ21

ψ23









= 0. (3.15)

Если R 6= 0, то ψ13 = ψ23 = 0, тогда (3.15), а следовательно и (3.6), имеет только нулевое

решение.
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Если R = 0, тогда из (3.15) получим

ψ11 = −t
2 +∆2

2∆t
ψ21 +

∆2 − t2

2∆t
ψ23, ψ13 =

t2 −∆2

2∆t
ψ21 +

∆2 + t2

2∆t
ψ23; (3.16)

здесь ψ21 и ψ23 могут принимать произвольные значения.

Пусть ψ21 = 1, ψ23 = 0. Используя (3.7), (3.16), получим Ψ5 из (3.5). Если ψ21 = 0,
ψ23 = 1, то получим Ψ6 из (3.5).

3. R = 0. Из (3.8) получим
(

−t −∆
∆ t

)(

ψ12

ψ22

)

= 0. (3.17)

Если ∆ = t, из (3.8) и (3.17) имеем

ψ12 = −ψ22 и









−L −2t 0 0 0
−t −µ −t −t t
0 −2t 0 L 0
t −µ −t t t





















ψ11

ψ12

ψ13

ψ21

ψ23













= 0. (3.18)

Из (3.18) получим

ψ11 = −ψ21, ψ12 = −L

2t
ψ11, ψ13 =

µL

2t2
ψ11 + ψ23. (3.19)

Подставляя ψ11 = 1, ψ23 = 0 в (3.19) и (3.7), получим Ψ4 из (3.4). Если ψ11 = 0, ψ23 = 1,
то получим Ψ3 при R = 0.

Если t 6= ∆, то из (3.17) имеем

ψ12 = ψ22 = 0 и









−L 0 0 0
−t −t −∆ ∆
0 0 L 0
∆ −∆ t t

















ψ11

ψ13

ψ21

ψ23









= 0. (3.20)

Если L 6= 0, то ψ13 = ψ23 = 0 и (3.6) будет иметь только нулевое решение.

Если L = 0, то из (3.20) вновь получим (3.15) при R = 0, и, следовательно, (3.5). �

Замечание 3.1. Пусть L = 0 и t = ∆. Электронные составляющие собственных функций

при этом примут, согласно (3.4), вид

Ψe
3 =

(

− tl
νl

µR

2t2
,
µR

2t2
,−R

2t
, 1,− tr

νr

)T

, Ψe
4 =

(

− tl
νl
, 1, 0, 0, 0

)T

.

В качестве базисных электронных состояний примем не пересекающиеся состояния Ψe
4 и

Ψe
3 −

µR

2t2
Ψe

4 =

(

0, 0,−R
2t
, 1− tr

νr

)T

(см. рис. 6). Состояния, описываемые графиками на рис. 6, при достаточно больших зна-

чениях νl и νr близки МЛС. Но, строго говоря, МЛС возникают, когда t = ∆, µ = 0
и tl = tr = 0 (условие (3.2) выполняется). Соответствующие собственные функции имеют

вид (см. (3.4))

Ψ1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T , Ψ2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0)T .



304 Майорановские локализованные состояния

νr = 1
νr = 2
νr = 4

n
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t = µ = tr = 1

|Ψe

1
(n)|2

‖Ψe

1
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2
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‖Ψe
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Рис. 6. Графики функций |Ψe
j |2/‖Ψe

j‖2, j = 1, 2, при t = ∆, L = 0. Здесь Ψe
1 — электронная

часть волновой функции Ψ3 − µR

2t2
Ψ4, а Ψe

2 — электронная часть Ψ4

µ

f1(µ)

0 t2
l

νl

t2r
νr

f2(µ)

Рис. 7. Схематичный график левой f1(µ) и правой f2(µ) частей равенства (3.21)

Замечание 3.2. Рассмотрим равенство (3.2):

(

2µ− t2l
νl

− t2l
νl

)

(t2 −∆2) = µ

(

µ− t2l
νl

)(

µ− t2r
νr

)

. (3.21)

Левую часть (3.21) обозначим f1(µ), а правую f2(µ). Графиком f1(µ) является прямая с угло-

вым коэффициентом 2(t2−∆2) (см. рис. 7). При t = ∆ прямая будет горизонтальная. Графи-

ком f2(µ) является кубическая парабола (см. рис. 7). Очевидно, что (3.21) имеет от одного

до трех решений в зависимости от значений параметров.
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