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Для линейной гибридной дискретно-непрерывной системы

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k)
(1)

введены понятия полного спектра показателей Ляпунова и его устойчивости по отношению к малым

возмущениям коэффициентов системы. Приведен пример системы вида (1) с неустойчивым полным

спектром показателей Ляпунова.
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Рассмотрим линейную однородную гибридную систему

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) + A12(k)y(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) + A22(k)y(k),
(1)

где t ∈ [k, k + 1), k ∈ N, x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2; функция A11 : [1,+∞) → R
n1×n1 ограничена, ку-

сочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода, не имеющие точек сгущения;

функции Aj2 : N → R
nj×n2 (j = 1, 2) и A21 : N → R

n2×n1 ограничены. Пусть

sup
t>1

‖A11(t)‖ 6 a, sup
k∈N

‖Aj2(k)‖ 6 a (j = 1, 2), sup
k∈N

‖A21(k)‖ 6 a. (2)

В качестве матричной нормы здесь рассматривается максимальная столбцовая нор-

ма [1, с. 356], которая для матрицы B = {bij}m,ℓ
i,j=1 ∈ R

m×ℓ определяется равенством

‖B‖ = max
16j6ℓ

m∑
i=1

|bij|, и которая подчинена векторной l1-норме пространств R
ℓ и R

m.

Положим n
.
= n1 + n2. Систему (1) отождествим с матрицей

A(t) =

(
A11(t) A12(k)
A21(k) A22(k)

)
∈ R

n×n, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N.

Множество всех систем вида (1), удовлетворяющих поставленным условиям, обозна-

чим Mn. Метрика в этом множестве — равномерная на [1,+∞): ‖A‖C .
= sup

t∈[1,+∞)

‖A(t)‖.

Решением системы (1) назовем функцию

z = z(t) =

(
x(t)
y(k)

)
∈ R

n, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N,

такую, что x(t) и y(k) удовлетворяют системе (1) при t ∈ (k, k+1), k ∈ N, кроме, возможно,

точек разрыва функции A11(·), при этом функция x(t) непрерывна на [1,+∞).
Пусть X(t, s) — матрица Коши системы ẋ(t) = A11(t)x(t).

https://doi.org/10.35634/vm260207
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Утверждение 1. Если A(·) ∈ Mn и выполнены неравенства (2), то для каждого реше-

ния z(·) системы (1) и всех k ∈ N справедлива двусторонняя оценка

‖z(k)‖
(
1 + ea(a+ 1)

)−1
6 ‖z(t)‖ 6 ‖z(k)‖

(
1 + ea(a+ 1)

)
, t ∈ [k, k + 1). (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольное решение z(·) системы (1), любое k ∈ N

и любое t ∈ [k, k + 1). Тогда

z(t) =

(
x(t)
y(k)

)
= col

(
x1(t), . . . , xn1

(t), y1(k), . . . , yn2
(k)

) .
= col

(
z1(t), . . . , zn(t)

)
.

Для нормы этого вектора имеет место равенство

‖z(t)‖ =
n∑

l=1

|zl(t)| =
n1∑

i=1

|xi(t)|+
n2∑

j=1

|yj(k)| = ‖x(t)‖+ ‖y(k)‖.

Тогда ‖x(t)‖ 6 ‖z(t)‖ и ‖y(k)‖ 6 ‖z(t)‖.

Из системы (1) в силу формулы Коши

x(t) = X(t, k)x(k) +

∫ t

k

X(t, s) ds ·A12(k)y(k).

Заметим, что ‖X(τ, s)‖ 6 ea при |τ − s| 6 1, поэтому

‖x(t)‖ 6 ea‖x(k)‖ + aea‖y(k)‖ 6 (a + 1)ea‖z(k)‖.

Следовательно,

‖z(t)‖ = ‖x(t)‖ + ‖y(k)‖ 6 (a+ 1)ea‖z(k)‖+ ‖z(k)‖ =
(
(a+ 1)ea + 1

)
‖z(k)‖.

С другой стороны,

x(k) = X(k, t)x(t) +

∫ k

t

X(k, s) ds · A12(k)y(k),

поэтому

‖x(k)‖ 6 ea‖x(t)‖+ aea‖y(k)‖ 6 ea‖z(t)‖ + aea‖z(t)‖ = ea(a+ 1)‖z(t)‖

и

‖z(k)‖ = ‖x(k)‖+ ‖y(k)‖ 6 ea(a+ 1)‖z(t)‖ + ‖z(t)‖ =
(
1 + ea(a+ 1)

)
‖z(t)‖,

следовательно,

‖z(t)‖ > ‖z(k)‖
(
1 + ea(a+ 1)

)−1
. �

Положим

Z(k + 1, k) =


X(k + 1, k)

∫ k+1

k

X(k + 1, s) ds ·A12(k)

A21(k) A22(k)


, k ∈ N,

Z(k, l) = Z(k, k − 1)Z(k − 1, k − 2) . . . Z(l + 1, l), k, l ∈ N, k > l,

Z(k, k) = E, k ∈ N.
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Тогда [2] для произвольного решения z(·) системы (1) имеет место равенство

z(k) = Z(k, l)z(l) (4)

при всех k, l ∈ N, k > l. Будем называть матрицу Z(k, l), k, l ∈ N, k > l, матрицей Коши

гибридной системы (1) в целочисленные моменты времени.

Обозначим через M0
n подмножество множества Mn, состоящее из систем вида (1),

для которых последовательность
(
Z(k + 1, k)

)
k∈N вполне ограничена [3], то есть при каж-

дом k ∈ N существует Z−1(k+1, k), и найдется такое b > 1, что при всех k ∈ N выполнены

неравенства

‖Z(k + 1, k)‖ 6 b, ‖Z−1(k + 1, k)‖ 6 b. (5)

Заметим, что ограниченность последовательности
(
Z(k+1, k)

)
k∈N вытекает непосредствен-

но из оценок (2), причем ‖Z(k+1, k)‖ 6 a+ aea + ea при всех k ∈ N. Кроме того, отметим,

что если A(·) ∈ M0
n, то можно определить матрицу Коши Z(k, l) системы (1) при всех

натуральных k < l равенством Z(k, l) = Z−1(l, k), и тогда соотношение (4) выполнено для

произвольного решения z(·) этой системы при всех k, l ∈ N.

Предположение 1. Всюду ниже будем предполагать, что система (1) принадлежит множе-

ству M0
n.

Утверждение 2. Если z(·) — решение системы (1) такое, что z(l) 6= 0 при некотором l ∈ N,

то z(k) 6= 0 при всех k ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует непосредственно из равенства (4) и из того, что опреде-

лители detZ(k, l) 6= 0 при всех k, l ∈ N. �

Лемма 1. Если z(·) — решение системы (1), такое, что z(t0) = 0 при некотором t0 > 1,
то z(t) ≡ 0 на [1,+∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем k0
.
= [t0] — целая часть числа t0. Тогда из оценки (3)

получим равенство z(k0) = 0. Из утверждения 2 вытекает, что z(k) = 0 для всех k ∈ N.

Но тогда из утверждения 1 следует равенство z(t) = 0 для всех t ∈ [k, k + 1). В силу

произвольности k ∈ N получаем тождество z(t) ≡ 0 на [1,+∞). �

Следствие 1. Тривиальное решение системы (1) определяется начальным условием z(1)= 0.
Если z(1) 6= 0, то z(t) 6= 0 для всех t > 1.

Определение 1 (см. [4]). Для произвольного нетривиального решения z(·) системы (1)

определим его показатель Ляпунова равенством

λ[z]
.
= lim

t→+∞

1

t
ln ‖z(t)‖.

Утверждение 3. Для всякого нетривиального решения z(·) системы (1) справедливо равен-

ство

λ[z] = lim
k→∞

1

k
ln ‖z(k)‖, k ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что

λ[z] = lim
t→+∞

1

t
ln ‖z(t)‖ > lim

k→∞

1

k
ln ‖z(k)‖, k ∈ N, t ∈ [1,+∞).

Докажем, что λ[z] 6 lim
k→∞

1

k
ln ‖z(k)‖.
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Пусть (tj)j∈N — последовательность, на которой реализуется lim
t→+∞

1

t
ln ‖z(t)‖. Тогда

из правой части оценки (3) получаем

lim
t→+∞

1

t
ln ‖z(t)‖ = lim

j→∞

1

tj
ln ‖z(tj)‖ = lim

j→∞

[tj ]

tj
· 1

[tj ]
ln ‖z(tj)‖ 6

6 lim
j→∞

1

[tj ]
ln((a + 1)ea + 1)‖z([tj ])‖ = lim

j→∞

1

[tj ]
ln ‖z([tj ])‖ 6 lim

k→∞

1

k
ln ‖z(k)‖, k ∈ N.

Таким образом,

λ[z] = lim
k→∞

1

k
ln ‖z(k)‖, k ∈ N. �

Следствие 2. Если z(·) — произвольное нетривиальное решение системы (1), то его пока-

затель Ляпунова конечен и удовлетворяет оценкам

− ln b 6 λ[z] 6 ln b,

где b > 1 — величина из неравенств (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенства z(k) = Z(k, 1)z(1) =
k−1∏
j=1

Z(j + 1, j)z(1) и нера-

венств (5) получаем оценки ‖z(k)‖ 6 bk−1‖z(1)‖ и

λ[z] = lim
k→∞

k−1 ln ‖z(k)‖ 6 lim
k→∞

k−1 ln bk−1 = ln b.

С другой стороны,
‖z(k)‖
‖z(1)‖ > ‖Z−1(k, 1)‖−1 > b−k+1,

поэтому

λ[z] = lim
k→∞

k−1 ln ‖z(k)‖ > lim
k→∞

k−1 ln
(
b−k+1‖z(1)‖

)
= − ln b. �

Определение 2. Спектром показателей Ляпунова системы (1) называется множество Λ(A)
чисел λ ∈ R, для каждого из которых найдется нетривиальное решение системы (1), пока-

затель Ляпунова которого совпадает с числом λ.

Следствие 3. Спектр показателей Ляпунова системы (1) состоит не более чем из n раз-

личных чисел и расположен на отрезке [− ln b, ln b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим линейную однородную систему с дискретным вре-

менем

z(k + 1) = Z(k + 1, k)z(k), k ∈ N, (6)

матрица
(
Z(k + 1, k)

)
k∈N которой вполне ограничена и для которой выполнены неравен-

ства (5). Тогда из утверждения 3 следует, что спектры систем (1) и (6) совпадают. Из тео-

ремы 3.2 [5, с. 52] получаем, что спектр системы (6) состоит не более чем из n различных

чисел, а из следствия 2 — что он расположен на отрезке [− ln b, ln b], поэтому этими же

свойствами обладает и спектр системы (1). �

Определение 3 (см. [6]). Показателями Ляпунова системы A(·) ∈ M0
n будем называть ве-

личины

λi(A)
.
= inf

F∈Gi
lim
k→∞

k−1 ln ‖Z|F (k, 1)‖, i = 1, . . . , n, (7)

где Gi — множество i-мерных линейных подпространств пространства R
n, Z

∣∣
F

— сужение

оператора Коши системы A(·) на подпространство F ⊂ R
n. Полным спектром показателей

Ляпунова системы A(·) назовем набор λ(A)
.
=

(
λ1(A), λ2(A), . . . , λn(A)

)
.
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Обозначим через z(t; z0), t ∈ [1,+∞), решение системы (1) с начальным услови-

ем z(1) = z0. Тогда для произвольного i-мерного линейного подпространства F простран-

ства R
n имеем равенство

‖Z|F (k, 1)‖ = max
z0∈F\{0}

‖z(k; z0)‖
‖z0‖ ,

поэтому

lim
k→∞

k−1 ln ‖Z|F (k, 1)‖ = lim
k→∞

k−1 ln

(
max

z0∈F\{0}

‖z(k; z0)‖
‖z0‖

)
= max

z0∈F\{0}
λ[z(·; z0)] ∈ Λ(A).

Из конечности множества Λ(A) следует, что inf в формуле (7) достигается и

λi(A) = min
F∈Gi

max
z0∈F\{0}

λ[z(·; z0)], i = 1, . . . , n.

Кроме того, λi(A) ∈ Λ(A) для каждого i ∈ {1, . . . , n}, поэтому λ(A) ⊂ Λ(A).
Заметим также, что λ1(C) 6 λ2(C) 6 . . . 6 λn(C) для любой системы C(·) ∈ M0

n,

поэтому полный спектр каждой такой системы принадлежит множеству R
n
6 всех упорядо-

ченных по неубыванию наборов n чисел. Метрику во множестве Rn
6 полагаем индуцирован-

ной нормой пространства R
n. Итак, имеем отображение C 7→ λ(C), определенное на M0

n

и действующее в R
n
6.

Для произвольного ε > 0 обозначим

Oε

(
λ(A)

) .
=

{
µ = (µ1, . . . , µn) ∈ R

n
6 :

n∑

i=1

|µi − λi(A)| < ε
}
.

Наряду с системой (1) рассмотрим также возмущенную систему
{
ẋ(t) =

(
A11(t) +Q11(t)

)
x(t) +

(
A12(k) +Q12(k)

)
y(k),

y(k + 1) =
(
A21(k) +Q21(k)

)
x(k) +

(
A22(k) +Q22(k)

)
y(k),

(8)

в которой каждое возмущение Qij(·) обладает теми же свойствами, что и соответствую-

щий матричный коэффициент Aij(·), i, j ∈ {1, 2}. Систему (8) отождествляем с матри-

цей A(·) +Q(·), где

Q(t) =

(
Q11(t) Q12(k)
Q21(k) Q22(k)

)
∈ R

n×n, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N.

Положим ‖Q‖C .
= sup

t∈[1,+∞)

‖Q(t)‖.

Заметим, что если A(·) ∈ M0
n, то при достаточно малой ‖Q‖C система A(·) + Q(·)

также принадлежит множеству M0
n, поэтому для нее определен полный спектр показателей

Ляпунова λ(A+Q) ∈ R
n
6.

Определение 4 (см. [7]). Полный спектр показателей Ляпунова системы A(·) ∈ M0
n назы-

вается устойчивым, если отображение C 7→ λ(C) непрерывно в точке C ≡ A, то есть для

любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для каждой системы (8), удовлетворяющей условию

‖Q‖C < δ, выполнено включение λ(A+Q) ∈ Oε

(
λ(A)

)
.

Эффект неустойчивости показателей Ляпунова при малых возмущениях матрицы ко-

эффициентов линейной системы с непрерывным временем был установлен О. Перроном

в работе [8] (см. также [9]). Пример такой системы с дискретным временем был сконструи-

рован в работе [10]. В настоящей статье построен пример линейной гибридной дискретно-

непрерывной системы с неустойчивыми показателями Ляпунова.
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Пример 1. Рассмотрим гибридную систему второго порядка

{
ẋ(t) = a11(t)x(t) + a12(k)y(k),

y(k + 1) = a21(k)x(k) + a22(k)y(k),
(9)

где t ∈ [k, k + 1), k ∈ N, x ∈ R, y ∈ R, с матрицей коэффициентов

A(t) =

(
−a 0
0 exp

(
(k + 1) sin ln(k + 1)− k sin ln k − 2a

)
)

∈ R
2, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N,

где параметр a ∈ (0, 1).
Введем в рассмотрение функции

f(t) = t sin ln t, ϕ(t) = e−f(t).

Тогда матрицу A(·) системы (9) можно записать в виде

A(t) =



−a 0

0
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a


, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N.

Матрица Коши системы (9) имеет вид

Z(k + 1, k) =



e−a 0

0
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a


, k ∈ N.

Следовательно, для всех k, l ∈ N, где k > l, выполнены равенства

Z(k, l) = Z(k, k − 1)Z(k − 1, k − 2) . . . Z(l + 1, l) =



e−a(k−l) 0

0
ϕ(l)

ϕ(k)e2a(k−l)


.

Проверим, что для системы (9) последовательность
(
Z(k+1, k)

)
k∈N вполне ограничена.

Заметим, что

Z−1(k + 1, k) =



ea 0

0
ϕ(k + 1)e2a

ϕ(k)


, k ∈ N.

Поскольку

|f ′(t)| = | sin ln t+ cos ln t| =
∣∣∣
√
2 sin

(
ln t+

π

4

)∣∣∣ 6
√
2, t > 1, (10)

то для каждого k ∈ N выполнены неравенства

|f(k + 1)− f(k)| 6 max
t∈[k,k+1]

f ′(t) 6
√
2.

Следовательно,

∣∣∣∣
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a

∣∣∣∣ = e−f(k)+f(k+1)−2a 6 e|f(k+1)−f(k)|−2a 6 e
√
2−2a,

∣∣∣∣
ϕ(k + 1)e2a

ϕ(k)

∣∣∣∣ = e−f(k+1)+f(k)+2a 6 e|f(k+1)−f(k)|+2a 6 e
√
2+2a,

(11)
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откуда вытекает полная ограниченность последовательности
(
Z(k + 1, k)

)
k∈N.

Рассмотрим решения z1(·) и z2(·) системы (9), удовлетворяющие начальным условиям

zj(1) = ej , j = 1, 2,

где e1 = col(1, 0), e2 = col(0, 1). Тогда при всех k > 1

z1(k) = Z(k, 1)e1 =



e−a(k−1) 0

0
1

ϕ(k)e2a(k−1)


 e1 =

(
e−a(k−1)

0

)
,

z2(k) = Z(k, 1)e2 =



e−a(k−1) 0

0
1

ϕ(k)e2a(k−1)


 e2 =




0
1

ϕ(k)e2a(k−1)


.

Вычислим характеристические показатели Ляпунова этих решений:

λ[z1] = lim
k→∞

1

k
ln
∣∣e−a(k−1)

∣∣ = lim
k→∞

−ak + a

k
= −a,

λ[z2] = lim
k→∞

1

k
ln
∣∣ek sin lnk−2a(k−1)

∣∣ = lim
k→∞

k sin ln k − 2a(k − 1)

k
=

= lim
k→∞

sin ln k + lim
k→∞

−2ak + 2a

k
= lim

k→∞
sin ln k − 2a.

Известно, что (см., например, [10, с. 172]) lim
k→∞

sin ln k = 1, поэтому λ[z2] = 1 − 2a.

Поскольку a < 1, то λ[z1] < λ[z2]. Следовательно, полный спектр показателей Ляпунова

системы (9) состоит из чисел

λ1(A) = λ[z1] = −a, λ2(A) = λ[z2] = 1− 2a.

Зафиксируем произвольное γ > 0 и рассмотрим возмущенную систему




ẋ(t) = −ax(t),

y(k + 1) = γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτx(k) +
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a
y(k),

(12)

где t ∈ [k, k + 1), k ∈ N, а возмущение имеет вид

Q(t) =

(
q11(t) q12(k)
q21(k) q22(k)

)
=




0 0

γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ 0


, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N. (13)

Матрица Коши системы (12) имеет вид

ZA+Q(k + 1, k) =




e−a 0

γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a


, k ∈ N.

Докажем, что последовательность
(
ZA+Q(k + 1, k)

)
k∈N вполне ограничена. Отметим, что

Z−1
A+Q(k + 1, k) =




ea 0

−γ e
−ak+a

ϕ(k)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ
ϕ(k + 1)e2a

ϕ(k)


, k ∈ N.
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Так как выполнено неравенство (10), то для всех k ∈ N и τ̂ ∈ [k, k + 1), в силу теоремы

Лагранжа, справедливы неравенства

∣∣f(k)− f(τ̂ )
∣∣ =

∣∣k sin ln k − τ̂ sin ln τ̂
∣∣ 6 max

t∈[k,k+1]

∣∣f ′(t)
∣∣ ·

∣∣k − τ̂
∣∣ 6

√
2,

∣∣f(k + 1)− f(τ̂)
∣∣ =

∣∣(k + 1) sin ln(k + 1)− τ̂ sin ln τ̂
∣∣ 6 max

t∈[k,k+1]

∣∣f ′(t)
∣∣ ·

∣∣k + 1− τ̂
∣∣ 6

√
2.

Оценим величину
1

ϕ(k)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ . В силу теоремы о среднем для определенного

интеграла найдется τ̂ ∈ [k, k + 1] такое, что

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ = ϕ(τ̂),

поэтому

1

ϕ(k)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ =
ϕ(τ̂)

ϕ(k)
= ek sin lnk−τ̂ sin ln τ̂ = ef(k)−f(τ̂ ) 6 e|f(k)−f(τ̂)| 6 e

√
2.

Аналогично получаем оценку

1

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ 6 e
√
2.

Следовательно,

γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ 6 γe−ak−2ae
√
2 6 γe−2a+

√
2, k ∈ N,

а также ∣∣∣∣−γ
e−ak+a

ϕ(k)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 γe−ak+ae
√
2 6 γea+

√
2, k ∈ N.

Отсюда и из (11) вытекает, что
(
ZA+Q(k + 1, k)

)
k∈N вполне ограничена.

При этом получаем оценку для нормы матрицы возмущения

‖Q(t)‖ 6 q21(k) = γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ 6 γe−2a+
√
2, t ∈ [k, k + 1), k ∈ N.

Тогда справедливо неравенство ‖Q‖C < δ при условии γ < δe2a−
√
2.

Для каждого решения z̃(·) системы (12) и произвольного k ∈ N справедливо

z̃(k + 1) = ZA+Q(k + 1, 1)z̃(1) =

k∏

l=1

ZA+Q(l + 1, l)z̃(1) =

= ZA+Q(k + 1, k)ZA+Q(k, k − 1) . . . ZA+Q(2, 1)z̃(1) =

=




e−a 0

γ
e−ak−2a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

k

ϕ(τ) dτ
ϕ(k)

ϕ(k + 1)e2a







e−a 0

γ
e−a(k−1)−2a

ϕ(k)

∫ k

k−1

ϕ(τ) dτ
ϕ(k − 1)

ϕ(k)e2a


 . . .

. . .




e−a 0

γ
e−3a

ϕ(2)

∫ 2

1

ϕ(τ) dτ
ϕ(1)

ϕ(2)e2a


 z̃(1) =




e−ka 0

γ
e−(2k+1)a

ϕ(k + 1)

∫ k+1

1

ϕ(τ) dτ
1

ϕ(k + 1)e2ka


 z̃(1).
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Следовательно, решения возмущенной системы (12) с начальными условиями z̃j(1) = ej ,
j = 1, 2, имеют вид

z̃1(k) =

(
z̃11(k)
z̃12(k)

)
=




e−a(k−1)

γ
e−(2k−1)a

ϕ(k)

∫ k

1

ϕ(τ) dτ


, z̃2(k) =

(
z̃21(k)
z̃22(k)

)
=




0
1

ϕ(k)e2(k−1)a


.

Заметим, что z̃2(t) = z2(t), поэтому λ[z̃2] = λ[z2] = 1− 2a.
Оценим показатель Ляпунова решения z̃1(t). Для этого рассмотрим функцию

ψ(t) =
e−2at

ϕ(t)

∫ t

1

ϕ(τ) dτ, t > 1.

Возьмем последовательности

ti = e(2i+1/2)π , mi = [ti] + 1, i ∈ N.

Тогда аналогично оценке, полученной в работе [10, с. 174], имеем

ψ(mi) > e−2ati
(
e−

2π
3 − e−π

)
e(1−2a+e−π)ti .

Тогда

z̃12(mi) = γeaψ(mi) > γe−ati(e
− 2π

3 − e−π)e(1−2a+e−π)ti ,

поэтому

λ[z̃1] > λ[z̃12 ] > lim
i→∞

1

mi

ln
∣∣z̃12(mi)

∣∣ > lim
i→∞

ln ti + (1− 2a+ e−π)ti
mi

=

= lim
i→∞

ln ti + (1− 2a + e−π)ti
ti

· ti
mi

= 1− 2a+ e−π.

Следовательно, полный спектр показателей Ляпунова λ(A+Q) возмущенной системы (12)

состоит из чисел

λ1(A+Q) = λ[z̃2] = 1− 2a, λ2(A+Q) = λ[z̃1] > 1− 2a+ e−π,

а спектр невозмущенной системы (9) — из чисел

λ1(A) = λ[z1] = −a, λ2(A) = λ[z2] = 1− 2a.

Возьмем ε =
1− a

2
> 0. Для любого δ > 0 найдется допустимое возмущение Q(·)

вида (13) такое, что ‖Q‖C < δ, причем

|λ1(A+Q)− λ1(A)| = λ1(A+Q)− λ1(A) = 1− 2a+ a = 1− a > ε.

Следовательно, λ(A + Q) /∈ Oε

(
λ(A)

)
. Это означает, что показатели Ляпунова системы (9)

неустойчивы.

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего обра-
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An example of a linear hybrid system with unstable Lyapunov spectrum
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We consider a linear hybrid discrete-continuous system

{
ẋ(t) = A11(t)x(t) +A12(k)y(k),

y(k + 1) = A21(k)x(k) +A22(k)y(k).
(1)

The concepts of the Lyapunov spectrum of system (1) and its stability with respect to small perturbations

of the system coefficients are introduced. An example of a system of type (1) with an unstable Lyapunov

spectrum is constructed.
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