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В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей одного убегающего, описываемая системой вида

żi = f(t)zi + ai(t)ui − v, ui ∈ Ui(t), v ∈ V (t),

где функции ai(t) равны 1 при всех t, за исключением некоторого отрезка заданной длины, на ко-

тором они равны нулю (для каждого преследователя свой отрезок). Этот факт можно трактовать

так, что у каждого из преследователей возможен отказ в работе управляющего устройства в любой

заранее неизвестный момент времени, а длина промежутка времени, необходимого на устранение

поломки, задана, при этом в процессе устранения поломки преследователи не имеют возможности

осуществлять поимку. Целевые множества — выпуклые компакты. Получены достаточные условия

разрешимости задачи преследования.
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Введение

При рассмотрении реальных динамических процессов возможны ситуации, при которых

на управляемую систему воздействуют неконтролируемые помехи и, кроме того, у самой

системы могут происходить сбои в работе. Поэтому вполне естественно изучать такие си-

туации в рамках теории дифференциальных игр.

Одной из первых работ, посвященных задаче управления с возможным нарушением

в динамике, была работа М. С. Никольского [1]. Задача конфликтного взаимодействия двух

лиц на конечном промежутке времени при условии, что у преследователя в любой, заранее

неизвестный момент времени может произойти отказ в работе управляющего устройства

рассматривалась в работах [2, 3], где с помощью подхода Л. С. Понтрягина были получены

достаточные условия разрешимости задачи преследования.

Линейная задача импульсного управления на конечном отрезке времени при наличии

неконтролируемой помехи и с возможной поломкой рассматривалась в работе [4]. Цель

процесса управления заключалась в том, чтобы значение линейной функции от фазовых

координат в фиксированный момент времени принадлежало заданному отрезку. Были при-

ведены достаточные условия разрешимости данной задачи.

В [5] на конечном промежутке времени рассматривалась задача управления с помехой,

возможной поломкой и целевой функцией специального вида, в которой управление было

построено из принципа гарантированного результата.

В [6] рассматривалась линейная дифференциальная игра удержания с простым движе-

нием, в которой первому игроку необходимо удерживать состояние системы в заданном

выпуклом терминальном множестве на протяжении всего времени игры, несмотря на воз-

можную поломку и управление второго игрока. В данной игре построен u-стабильный мост.

В [7,8] рассматривалась задача управления параболической системой с помехами и воз-

можными нарушениями в динамике. Линейные дифференциальные игры преследования
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двух лиц с возможным нарушением в динамике рассматривались в работах [9, 10], где ме-

тодом разрешающих функций были получены достаточные условия разрешимости задачи

преследования.

Следует отметить, что класс гибридных дифференциальных игр [11–14], в которых про-

исходит изменение динамики хотя бы у одного из игроков в некоторый момент времени

можно также рассматривать как модели конфликтов, в которых в этот момент времени про-

исходит поломка у одной из сторон или появляется необходимость замены одного управля-

ющего устройства на другое.

В данной статье рассматривается задача преследования группой преследователей одного

убегающего, описываемая линейной нестационарной системой дифференциальных уравне-

ний с простой матрицей. Предполагается, что у каждого из преследователей в заранее неиз-

вестный момент времени возможна поломка управляющих устройств. Время, необходимое

для устранения поломки, задано и оно известно всем участникам. Предложены два подхода

к решению задачи. При первом подходе, после устранения поломки, преследователь ком-

пенсирует потери, связанные с поломкой. При втором подходе преследователи заменяют

исходные целевые множества новыми целевыми множествами так, что поимка убегающего

с новыми целями гарантирует поимку со старой целью. Получены достаточные условия

поимки. Они дополняют результаты для простого преследования, представленные в [15].

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n+1) n+1 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = f(t)xi + aθi(t)ui, xi(t0) = x0
i , ui ∈ Ui(t). (1.1)

Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = f(t)y + v, y(t0) = y0, v ∈ V (t). (1.2)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, xi, y, ui, v ∈ R
k, Ui(t), V (t) ⊂ R

k — измеримые, выпук-

лые компактнозначные отображения при t ∈ [t0,+∞), непрерывные в метрике Хаусдорфа,

f : [t0,+∞) → R
1 — непрерывная функция, функции aθi : [t0,+∞) → R

1 имеют вид

aθi(t) =

{
0, t ∈ [θi, θi + hi],

1, t /∈ [θi, θi + hi].

Данные моменты θi можно рассматривать как моменты отказа управляющих устройств

у преследователей Pi или θi — моменты начала профилактических работ управляющих

устройств у преследователей Pi. Величины hi > 0 — время ремонта или время проведения

профилактических работ.

Из определения функций aθi следует, что в процессе устранения поломки или в процессе

проведения профилактических работ преследователи Pi не имеют возможности осуществ-

лять поимку. Считается, что моменты θi, i ∈ I , неизвестны преследователям Pi, i ∈ I ,

и поломка или необходимость проведения профилактических работ может наступить в лю-

бой момент времени. Величины hi, i ∈ I , известны всем участникам.

Введем новые переменные zi = xi− y. Тогда вместо систем (1.1), (1.2) получим систему

żi = f(t)zi + aθi(t)ui − v, zi(t0) = z0i = x0
i − y0. (1.3)
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Предполагаем, что терминальные множества Mi(t), t ∈ [t0,∞), — выпуклые компакты

в R
k, причем z0i /∈ Mi(t) для всех i ∈ I . Измеримая функция v : [t0,∞) → R

k называется

допустимой, если v(t) ∈ V (t) для всех t > t0. Предысторией vt(·) функции v(·) в момент t
назовем сужение функции v на отрезок [t0, t].

Пусть Ξi — семейство отображений Fi(t, vt(·)),

v(·) 7→ ui(t) = Fi(t, vt(·)),

определенных для каждого t > t0 на множестве измеримых функций v(·), таких, что

v(s) ∈ V (s) для всех s > t0, принимающих значения в Ui(t) и обладающих свойством

суперпозиционной измеримости (функция ui(t) = Fi(t, vt(·)) измерима при t > t0 для

любой измеримой функции v(s), s > t0) и физической осуществимости (пусть t∗ > t0,
v1, v2 — две допустимые функции такие, что v1(t) = v2(t) для почти всех t ∈ [t0, t

∗), тогда

Fi(t
∗, v1t∗(·)) = Fi(t

∗, v2t∗(·))).

Определение 1.1. Стратегией Ui преследователя Pi называется пара

Ui =
(
F1

i

(
t, vt(·)

)
,F2θi

i

(
t, vt(·)

))
,

где F1
i (t, vt(·)) ∈ Ξi, F2θi

i (t, vt(·)) ∈ Ξi для θi > t0.

Решение задачи Коши (1.3) при фиксированных Ui, θi > t0, и измеримой функ-

ции v(t) ∈ V (t), t > t0, понимается так.

При t0 6 t 6 θi оно совпадает с решением w1
i (t) следующей задачи Коши:

ẇ1
i (t) = f(t)w1

i (t) + F1
i (t, vt(·))− v(t), w1

i (t0) = z0i .

При t > θi оно совпадает с решением w2
i (t) следующей задачи Коши:

ẇ2
i (t) = f(t)w2

i (t) + aθi(t)F2θi
i (t, vt(·))− v(t), w2

i (θi) = w1
i (θi).

Определение 1.2. Разностью по Минковскому множеств A и B называется множество

A
∗
B = {c : c+B ⊂ A}.

Обозначим F (t, s) = exp

∫ t

s

f(u) du.

§ 2. Поимка с компенсацией потерь

Введем многозначные отображения:

Wi(t, τ, v) = F (t, τ)Ui(τ)− F (t, τ)v, v ∈ V (τ),

Wi(t, τ) = F (t, τ)Ui(τ)
∗
F (t, τ)V (τ), t0 6 τ 6 t.

Предположение 2.1. Wi(t, τ) 6= ∅ для всех i ∈ I , t0 6 τ 6 t.

Отображения Wi(t, τ) являются измеримыми и замкнутозначными. Значит для каждо-

го i ∈ I существует измеримый селектор γi(t, τ) ∈ Wi(t, τ). Зафиксируем его и обозначим

ξi(t) = F (t, t0)z
0
i +

∫ t

t0

γi(t, s) ds.
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Предположение 2.2. ξi(t) /∈ Mi(t) для всех i ∈ I , t > t0.

Предположение 2.3. Для каждого i ∈ I существует ti > 0 такое, что для всех θi > t0,
t > θi + hi справедливо включение

∫ θi+hi

θi

(
F (t, s)V (s) + γi(t, s)

)
ds ⊂

∫ θi+hi+ti

θi+hi

(
Wi(t, s)− γi(t, s)

)
ds.

Введем следующие обозначения:

λi(t, τ, v) = sup
{
λ > 0 | λ

(
Mi(t)− ξi(t)

)
∩
(
Wi(t, τ, v)− γi(t, τ)

)
6= ∅

}
,

δ(t, τ) = min
v∈V (τ)

max
i

λi(t, τ, v).

Предположение 2.4. Для всякого γ > 0 существует T = T (γ) > t0 такое, что для любо-

го измеримого множества E ⊂ R
1 такого, что µ(E) 6 γ (µ — мера Лебега), выполнено

неравенство ∫

Eγ

δ(T, s) ds > n, где Eγ = [t0, T ] \ E.

Определение 2.1. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.3. В игре Γ(n + 1) происходит

поимка, если существуют T0 > t0 и стратегии Ui, i ∈ I , преследователей Pi, i ∈ I , такие,

что для любого вектора θ = (θ1, . . . θn) такого, что θi + hi + ti 6 T0, и любой допустимой

функции v(·) найдется номер l ∈ I , для которого zl(T0) ∈ Ml(T0).

Лемма 2.1. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.2, 2.4. Тогда для любых κi > 0, i ∈ I ,

найдется момент T > t0 такой, что для любой допустимой функции v(·) и любых изме-

римых множеств Ei, i ∈ I , таких, что µ(Ei) 6 κi, найдется номер l ∈ I , для которого

справедливо неравенство

∫

El(T )

λl(T, s, v(s)) ds > 1, где El(T ) = [t0, T ] \ El. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая функция. Пусть заданы

κi > 0, i ∈ I . Пусть Ei, i ∈ I , — измеримые множества такие, что µ(Ei) 6 κi, i ∈ I . Пусть

t > t0 +
∑
i∈I

κi. Положим E(t) := [t0, t] \
⋃
i∈I

Ei, Ei(t) = [t0, t] \ Ei. Тогда E(t) 6= ∅. Далее

имеем

∑

i∈I

∫

Ei(t)

λi(t, s, v(s)) ds >
∑

i∈I

∫

E(t)

λi(t, s, v(s)) ds >

∫

E(t)

max
i∈I

λi(t, s, v(s)) ds >

>

∫

E(t)

δ(t, s) ds.

Из предположения 2.4 следует, что существует T > t0 для которого

∫

E(T )

δ(T, s) ds > n.

Тогда ∑

i∈I

∫

Ei(T )

λi(T, s, v(s)) ds > n.

Из последнего неравенства следует справедливость неравенства (2.1). �

Теорема 2.1. Пусть выполнены предположения 2.1, 2.3, 2.2, 2.4. Тогда в игре Γ(n + 1)
происходит поимка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T0 > t0 — момент времени, удовлетворяющий лемме 2.1

для множеств Ei таких, что µ(Ei) 6 hi + ti, i ∈ I . Покажем, что поимка произойдет

в момент T0. Пусть v(·) — произвольное допустимое управление убегающего E. Рассмотрим

функции

hi(t) = 1−
∫ t

t0

λ0
i (T0, s, v(s)) ds,

где

λ0
i (T0, s, v(s)) =

{
λi(T0, s, v(s)), s /∈ [θi, θi + hi + ti],

0, s ∈ [θi, θi + hi + ti].

Из определения момента T0 следует, что существуют номер l ∈ I и момент Tl ∈ [t0, T0],
для которых hl(Tl) = 0. Обозначим через Ti — первый момент времени, для которого

hi(Ti) = 0, если Ti существует. Иначе считаем, что Ti = T0.

Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , следующим образом. Определим много-

значные отображения (v ∈ V (t))

U1
i (τ, v) =

{
ui ∈ Ui(τ) | F (T0, τ)(ui − v)− γi(T0, τ) ∈ λi(T0, τ, v)

(
Mi(T0)− ξi(T0)

)}
,

U2
i (τ, v) =

{
ui ∈ Ui(τ) | F (T0, τ)(ui − v)− γi(T0, τ) = 0

}
.

Многозначные отображения U1
i (τ, v), U2

i (τ, v), i ∈ I , измеримы и замкнутозначны.

Из теоремы об измеримом выборе [16, теорема 8.3.1] следует, что у многозначных отоб-

ражений U1
i (τ, v), U

2
i (τ, v), i ∈ I , существуют измеримые селекторы u1

i (τ, v), u
2
i (τ, v), i ∈ I ,

такие, что функции u1
i (t, v(t)), u

2
i (t, v(t)) являются измеримыми.

Пусть Ti 6 θi. На промежутке [t0, Ti) полагаем управление преследователя Pi, i ∈ I ,

равным

ui(t) = u1
i (t, v(t)). (2.2)

На множестве [Ti, θi) ∪ (θi + hi + ti, T0] полагаем

ui(t) = u2
i (t, v(t)). (2.3)

Пусть Ti > θi. Тогда θi + hi + ti 6 Ti 6 T0. Поэтому, на промежутках [t0, θi),
(θi + hi + ti, Ti] задаем управления преследователя Pi равенством (2.2), а на промежут-

ке (Ti, T0] — равенством (2.3).

Рассмотрим отрезок [θi + hi, θi + hi + ti], i ∈ I . В момент θi +hi преследователь Pi знает

управление убегающего на отрезке [θi, θi + hi], и поэтому ему известен вектор

ωi =

∫ θi+hi

θi

(
F (T0, s)v(s) + γi(T0, s)

)
ds.

В силу предположения 2.3 имеем

ωi ∈
∫ θi+hi+ti

θi+hi

(
Wi(T0, s)− γi(T0, s)

)
ds.

Из определения интеграла от многозначного отображения следует, что существует измери-

мый селектор ωi(T0, s) ∈ Wi(T0, s)− γi(T0, s) такой, что

ωi =

∫ θi+hi+ti

θi+hi

ωi(T0, s) ds.
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Рассмотрим многозначное отображение

U3
i (τ, v) = {ui ∈ Ui(τ) | F (T0, τ)(ui − v)− γi(T0, τ)− wi(T0, τ) = 0}.

У многозначного отображения U3
i (τ, v) существует измеримый селектор u3

i (τ, v), являю-

щийся суперпозиционно измеримым. Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , на от-

резке [θi + hi, θi + hi + ti], i ∈ I , полагая

ui(t) = u3
i (t, v(t)).

Покажем, что данный выбор управлений преследователей гарантирует поимку.

Пусть Tl 6 θl, θl + hl + tl 6 T0. Тогда имеем

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ θl

Tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ θl+hl+tl

θl+hl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ T0

θl+hl+tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds.

Из определения управлений преследователей получаем, что справедливы следующие соот-

ношения

∫ θl

Tl

(
F (T0, s)

(
u2
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds = 0,

∫ T0

θl+hl+tl

(
F (T0, s)

(
u2
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds = 0,

∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds =

∫ θl+hl+tl

θl+hl

(
F (T0, s)

(
u3
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds.

Поэтому

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
u1
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds ∈

∈ ξl(T0) +

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s))
(
Ml(T0)− ξl(T0)

)
ds =

= ξl(T0)

(
1−

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds

)
+

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s))Ml(T0) ds = Ml(T0).

Если Tl > θl, то θl + hl + tl 6 Tl 6 T0. Тогда

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ θl

t0

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

−
∫ θl+hl

θl

(
F (T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds+

∫ θl+hl+tl

θl+hl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ Tl

θl+hl+tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

∫ T0

Tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds.
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В силу выбора управлений преследователей получаем, что справедливы следующие соот-

ношения: ∫ T0

Tl

(
F (T0, s)

(
u2
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds = 0,

−
∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds+

∫ θl+hl+tl

θl+hl

(
F (T0, s)

(
u3
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds = 0.

Поэтому

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ θl

t0

(
F (T0, s)

(
u1
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ Tl

θl+hl+tl

(
F (T0, s)

(
u1
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds ∈

∈ ξl(T0) +

∫ θl

t0

λl(T0, s, v(s))
(
Ml(T0)− ξl(T0)

)
ds+

+

∫ Tl

θl+hl+tl

λl(T0, s, v(s))
(
Ml(T0)− ξl(T0)

)
ds =

= ξl(T0)

(
1−

∫ θl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds−
∫ Tl

θl+hl+tl

λl(T0, s, v(s)) ds

)
+

+

(∫ θl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds+

∫ Tl

θl+hl+tl

λl(T0, s, v(s)) ds
)
Ml(T0) = Ml(T0).

Получили, что zl(Tl) ∈ Ml(T0).
Отметим, что случай θl > Tl, θl + hl + tl > Tl невозможен в силу определения Tl. �

Следствие 2.1. Пусть в системе (1.3) t0 = 0, f(t) = 0 для всех t > 0 и выполнены следую-

щие условия:

(1a) Wi(t) = Ui(t)
∗ V (t) 6= ∅ для всех i ∈ I , t > 0;

(2a) для каждого i ∈ I существует измеримый селектор γi(t) ∈ Wi(t) такой, что

ξi(t) /∈ Mi(t), t > 0, где

ξi(t) = z0i +

∫ t

0

γi(s) ds;

(3a) для каждого i ∈ I существует ti > 0 такое, что для всех θi > 0 справедливо включе-

ние ∫ θi+hi

θi

(
V (s) + γi(s)

)
ds ⊂

∫ θi+hi+ti

θi+hi

(
Wi(s)− γi(s)

)
ds;

(4a) обозначим

λi(t, v) = sup
{
λ > 0 | λ

(
Mi(t)− ξi(t)

)
∩
(
Wi(t, v)− γi(t)

)
6= ∅

}
,

δ(t) = min
v∈V (t)

max
i

λi(t, v).
(2.4)

Для каждого γ > 0 существует T = T (γ) > t0 такое, что для любого измеримого

множества E ⊂ R
1 такого, что µ(E) 6 γ (µ — мера Лебега) выполнено неравенство

∫

Eγ

δ(s) ds > n, где Eγ = [t0, T ] \ E.

Тогда в игре Γ(n+ 1) происходит поимка.
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Справедливость данного следствия вытекает из теоремы 2.1.

Следствие 2.2. Пусть в системе (1.3) t0 = 0, f(t) = 0 для всех t > 0 и выполнены следую-

щие условия:

(1b) Ui(t) = V (t) для всех i ∈ I , t > 0;

(2b) для каждого i ∈ I существует измеримый селектор γi(t) ∈ Wi(t) такой, что

ξi(t) /∈ Mi(t), t > 0, где

ξi(t) = z0i +

∫ t

0

γi(s) ds.

(3b) hi = 0 для всех i ∈ I;

(4b) существует T > 0 такое, что выполнено неравенство

∫ T

0

δ(s) ds > n,

где δ(t) определено равенством (2.4).

Тогда в игре Γ(n+ 1) происходит поимка.

§ 3. Поимка с новой целью

Определение 3.1. В игре Γ(n + 1) происходит поимка, если существуют T0 > t0, страте-

гии Ui, i ∈ I , преследователей Pi, i ∈ I , такие, что для любой допустимой функции v(·)
найдется номер l ∈ I , для которого zl(T0) ∈ Ml(T0).

Введем многозначные отображения:

Wi(t, τ, v) = F (t, τ)Ui(τ)− F (t, τ)v, v ∈ V (τ),

Wi(t, τ) = F (t, τ)Ui(τ)
∗
F (t, τ)V (τ), t0 6 τ 6 t.

Предположение 3.1. Wi(t, τ) 6= ∅ для всех i ∈ I, t0 6 τ 6 t.

Отображения Wi(t, τ) являются измеримыми и замкнутозначными. Значит, для каждо-

го i ∈ I существует измеримый селектор γi(t, τ) ∈ Wi(t, τ). Зафиксируем его и обозначим

ξi(t) = F (t, t0)z
0
i +

∫ t

t0

γi(t, s) ds.

Предположение 3.2.

1. Для каждого i ∈ I существует отображение M̂i(·) на [t0,+∞) такое, что M̂i(t) —

выпуклый компакт для всех t > t0 и для любых θi > t0, τ > θi + hi справедливо

включение
∫ θi+hi

θi

(
F (τ, s)V (s) +Wi(τ, s)

)
ds ⊂ M̂i(τ).

2. M1
i (t) := Mi(t)

∗ M̂i(t) 6= ∅ для всех i ∈ I , t > t0.

Предположение 3.3. ξi(t) /∈ Mi(t) для всех i ∈ I , t > t0.

Введем следующие обозначения.

λi(t, τ, v) = sup
{
λ > 0 | λ

(
M1

i (t)− ξi(t)
)
∩
(
Wi(t, τ, v)− γi(t, τ)

)
6= ∅

}
,

δ(t, τ) = min
v∈V (τ)

max
i

λi(t, τ, v).



Е. С. Фомина 329

Предположение 3.4. Для всякого γ > 0 существует T = T (γ) > t0 такое, что для любо-

го измеримого множества E ⊂ R
1 такого, что µ(E) 6 γ (µ — мера Лебега), выполнено

неравенство ∫

Eγ

δ(T, s) ds > n, где Eγ = [t0, T ] \ E.

Лемма 3.1. Пусть выполнены предположения 3.1, 3.3, 3.4. Тогда для любых κi > 0, i ∈ I ,

найдется момент T > t0 такой, что для любой допустимой функции v(·) и любых изме-

римых множеств Ei, i ∈ I , таких, что µ(Ei) 6 κi, найдется номер l ∈ I , для которого

справедливо неравенство

∫

El(T )

λl(T, s, v(s)) ds > 1, где El(T ) = [t0, T ] \ El.

Доказательство леммы 3.1 проводится аналогично доказательству леммы 2.1.

Теорема 3.1. Пусть выполнены предположения 3.1, 3.2, 3.3, 3.4. Тогда в игре Γ(n + 1)
происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольное допустимое управление убегающего

и T0 — момент времени, удовлетворяющий лемме 3.1 для множеств Ei, µ(Ei) 6 hi. Пока-

жем, что поимка происходит в момент T0. Рассмотрим функции

hi(t) = 1−
∫ t

t0

λ0
i (T0, s, v(s)) ds,

где

λ0
i (T0, s, v(s)) =

{
λi(T0, s, v(s)), s /∈ [θi, θi + hi],

0, s ∈ [θi, θi + hi].

Из определения момента T0 следует, что существуют номер l ∈ I и момент Tl ∈ [t0, T0],
для которых hl(Tl) = 0. Обозначим через Ti — первый момент времени, для которого

hi(Ti) = 0, если Ti существует. Иначе считаем, что Ti = T0.

Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , следующим образом. Определим много-

значные отображения

U4
i (τ, v) =

{
ui ∈ Ui(τ) | F (T0, τ)(ui − v)− γi(T0, τ) ∈ λi(T0, τ, v)

(
M1

i (T0)− ξi(T0)
)}

,

U5
i (τ, v) =

{
ui ∈ Ui(τ) | F (T0, τ)(ui − v)− γi(T0, τ) = 0

}
.

Из предположения 3.3 следует, что U4
i (t, v) 6= ∅, U5

i (t, v) 6= ∅ для всех v ∈ V (t), i ∈ I ,

t > t0. Из теоремы об измеримом выборе [16, теорема 8.3.1] следует, что у многозначных

отображений U4
i (t, v), U

5
i (t, v), i ∈ I , существуют измеримые селекторы u4

i (v), u
5
i (v), i ∈ I ,

такие, что функции u4
i (v(t)), u

5
i (v(t)) являются измеримыми.

Для всех t ∈ [t0, T0] \ [θi, θi + hi], для которых hi(t) > 0, полагаем управление преследо-

вателей Pi, i ∈ I , равными

ui(t) = u4
i (v(t)).

Для всех t ∈ [Ti, T0] \ [θi, θi + hi] полагаем управление ui(t) преследователя Pi равным

ui(t) = u5
i (v(t)).
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Если Tl 6 θl, θl + hl < T0, то

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ θl

Tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ T0

θl+hl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds.

Тогда, в силу выбора управления ul(·),
∫ θl

Tl

(
F (T0, s)

(
u5
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds =

∫ T0

θl+hl

(
F (T0, s)

(
u5
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds = 0;

в силу предположения 3.2,

∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds ⊂

∫ θl+hl

θi

(
F (T0, s)V (s) +Wl(T0, s)

)
ds ⊂ M̂l(T0).

Поэтому

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
u4
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+ M̂l(T0) ⊂

⊂ ξl(T0) +

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s))
(
M1

l (T0)− ξl(T0)
)
ds+ M̂l(T0) =

= ξl(T0)

(
1−

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds

)
+

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s))M
1
l (T0) ds+ M̂l(T0) ⊂

⊂ M1
l (T0) + M̂l(T0) =

(
Ml(T0)

∗
M̂l(T0)

)
+ M̂l(T0) ⊂ Ml(T0).

Если Tl 6 θl, θl + hl > T0, то

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ θl

Tl

(
F (T0, s)

(
ul(s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

∫ T0

θl

(
F (T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds =

= ξl(T0) +

∫ Tl

t0

(
F (T0, s)

(
u4
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

∫ T0

θl

(
F (T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds ⊂

⊂ ξl(T0)

(
1−

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds

)
+

∫ Tl

t0

λl(T0, s, v(s))M
1
l (T0) ds+ M̂l(T0) ⊂

⊂ M1
l (T0) + M̂l(T0) =

(
Ml(T0)

∗
M̂l(T0)

)
+ M̂l(T0) ⊂ Ml(T0).

Если θl 6 Tl, θl + hl 6 T0, то

zl(T0) = ξl(T0) +

∫ θl

t0

(
F (T0, s)

(
u4
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds−

−
∫ θl+hl

θl

(
Fl(T0, s)v(s) + γl(T0, s)

)
ds+

∫ T0

θl+hl

(
F (T0, s)

(
u4
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds+

+

∫ Tl

T0

(
F (T0, s)

(
u5
l (s)− v(s)

)
− γl(T0, s)

)
ds.
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Отсюда

zl(T0) ⊂ ξl(T0)

(
1−

∫ θl

t0

λl(T0, s, v(s)) ds−
∫ T0

θl+hl

λ(T0, s, v(s)) ds

)
+

+

(∫ θl

t0

λl(T0, s, v(s))M
1
l (T0) ds+

∫ T0

θl+hl

λl(T0, s, v(s))M
1
l (T0) ds

)
+ M̂l(T0) =

=
(
Ml(T0)

∗
M̂l(T0)

)
+ M̂l(T0) ⊂ Ml(T0).

Отметим, что случай θl 6 Tl, θl + hl > T0 невозможен в силу определения функции hl

и момента времени Tl.

Таким образом доказано, что zl(T0) ∈ Ml(T0). Это и означает, что в игре Γ(n + 1)
происходит поимка. �

Следствие 3.1. Пусть в системе (1.3) t0 = 0, f(t) = 0 для всех t > 0, hi = 0 для всех i ∈ I
и выполнены следующие условия:

(1) Wi(t) := Ui(t)
∗ V (t) 6= ∅ для всех i ∈ I , t > 0;

(2) для каждого i ∈ I существует измеримый селектор γi(t) ∈ Wi(t) такой, что

ξi(t) /∈ Mi(t), t > 0, где

ξi(t) = z0i +

∫ t

0

γi(s) ds;

(3) существует T > 0 такое, что выполнено неравенство

∫ T

0

δ(s) ds > n,

где δ(t) определено равенством (2.4).

Тогда в игре Γ(n+ 1) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как hi = 0, то для выполнения предположения 3.2 достаточно

взять M̂i = {0}, тогда M1
i (t) = Mi(t). Из условий следствия также следует, что выполнены

предположения 3.3, 3.4. Поэтому, по теореме 3.1, в игре Γ(n + 1) происходит поимка. �

§ 4. Примеры

Пример 4.1. Пусть в системе (1.3) f(t) = cos t, t0 = 0, hi > 0, Ui(t) ≡ D3(0), V (t) ≡ D1(0),
Mi(t) ≡ Dε(0), ε > 0, где Dr(a) = {z ∈ R

k | ‖z − a‖ 6 r}. Считаем, что

‖z0i ‖ > eε. (4.1)

Здесь и всюду далее считаем, что норма является евклидовой. Тогда

F (t, s) = esin t−sin s, F (t, t0) = esin t.

Получим условия на параметры задачи, при которых будут выполнены предположе-

ния 2.1–2.4. Так как Wi(t, τ) = esin t−sin τD3(0)
∗ esin t−sin τD1(0) = esin t−sin τD2(0) 6= ∅,

то предположение 2.1 выполнено. Возьмем в качестве γi(t, s) = (0, 0). Имеем ξi(t) =
= F (t, t0)z

0
i = exp(sin t)z0i . В силу (4.1) получаем, что ξi(t) /∈ Dε(0). Таким образом, пред-

положение 2.2 выполнено.

Подберем ti, i ∈ I , при которых будет выполнено следующее включение из предполо-

жения 2.3: ∫ θi+hi

θi

esin t−sin sD1(0) ds ⊂
∫ θi+hi+ti

θi+hi

esin t−sin sD2(0) ds. (4.2)
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Включение (4.2) равносильно

D1(0)

∫ θi+hi

θi

e− sin s ds ⊂ D2(0)

∫ θi+hi+ti

θi+hi

e− sin s ds.

Так как ∫ θi+hi

θi

e− sin s ds 6 e

∫ θi+hi

θi

ds 6 ehi,

то

D1(0)

∫ θi+hi

θi

e− sin s ds ⊂ Dr(0), если r = ehi.

Далее имеем ∫ θi+hi+ti

θi+hi

e− sin s ds > e−1

∫ θi+hi+ti

θi+hi

ds > e−1ti.

Следовательно,

Dq(0) ⊂ D2(0)

∫ θi+hi+ti

θi+hi

e− sin s ds, если q = 2e−1ti.

Для выполнения предположения 2.3 достаточно выполнение включения

Dr(0) ⊂ Dq(0).

Получаем, что предположение 2.3 будет выполнено, если

ti >
e2hi

2
.

Пусть m ∈ Mi(t), ηi(t) = m− esin tz0i ,

λ̂i(t, τ, v) = sup
{
λ > 0 | λ(m− esin tz0i ) ∈ W (t, τ, v)

}
.

Обозначим (·, ·) — скалярное произведение. Тогда

λ̂i(t, τ, v) =
F (t, τ)

‖ηi(t)‖


−

(
ηi(t)

‖ηi(t)‖
, v

)
+

√(
ηi(t)

‖ηi(t)‖
, v

)2

+ 9− ‖v‖2

 >

>
F (t, τ)

‖ηi(t)‖


−

(
ηi(t)

‖ηi(t)‖
, v

)
+

√(
ηi(t)

‖ηi(t)‖
, v

)2

+ 8


.

Функция g(z) =
√
z2 + 8− z убывает на [−1, 1]. Поэтому g(z) > 2 для всех z ∈ [−1, 1].

Следовательно,

λ̂i(t, τ, v) >
2F (t, τ)

‖ηi(t)‖
для всех t > 0. Так как ‖ηi(t)‖ = ‖m− esin tz0i ‖ 6 ε+ e‖z0i ‖, то

λ̂i(t, τ, v) >
2F (t, τ)

ε+ e‖z0i ‖
>

2e−2

ε+ e‖z0i ‖
.
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Поэтому

δ(t, s) > δ =
2e−2

ε+ emax
i

‖z0i ‖
.

Тогда для любого множества E ⊂ R
1, µ(E) 6 γ получаем

∫

Eγ

δ(T, s) ds > δ(T − γ).

Из последнего неравенства следует, что выполнено предположение 2.4. Следователь-

но, если параметры задачи удовлетворяют соответствующим условиям, то в игре Γ(n + 1)
происходит поимка.

Пример 4.2. Пусть в системе (1.3) f(t) = a, a < 0, t0 = 0, hi > 0, Ui(t) ≡ Dρ(0),
V (t) ≡ Dσ(0), ρ > σ, где Dr(a) = {z ∈ R

k | ‖z − a‖ 6 r}.

Тогда

F (t, s) = ea(t−s), F (t, t0) = eat.

Проверим выполнимость предположения 2.1. Имеем

Wi(t, τ) = ea(t−τ)Dρ(0)
∗
ea(t−τ)Dσ(0) = ea(t−τ)Dρ−σ(0) 6= ∅.

Возьмем в качестве γi(t, s) = (0, 0). Подберем ti, i ∈ I , при которых будет выполнено

включение ∫ θi+hi

θi

ea(t−s)Dσ(0) ds ⊂
∫ θi+hi+ti

θi+hi

ea(t−s)Dρ−σ(0) ds

для всех θi > t0, t > θi + hi. Для этого достаточно выполнение неравенства

∫ θi+hi

θi

ea(t−s)σ ds 6

∫ θi+hi+ti

θi+hi

ea(t−s)(ρ− σ) ds.

Последнее равносильно
σ(eahi − 1)

a
6

(ρ− σ)(1− e−ati)

a
. (4.3)

Так как a < 0, то неравенство (4.3) представимо в виде

σ(eahi − 1) > (ρ− σ)(1− e−ati).

Отсюда

ti > −1

a
ln

(
1 +

σ

ρ− σ
(1− eahi)

)
. (4.4)

1. Пусть Mi = {0} для всех i ∈ I . Так как ξi(t) = eatz0i 6= 0, то предположение 2.2

выполнено. Далее имеем

λi(t, τ, v) = sup
{
λ > 0 | λeatz0i ∈ W (t, τ, v)

}
=

= sup
{
λ > 0 | λeatz0i ∈ ea(t−τ)Dρ(0)− ea(t−τ)v

}
= sup

{
λ > 0 | λz0i ∈ e−aτDρ(0)− e−aτv

}
.

Следовательно,

λi(t, τ, v) =
1

‖z0i ‖


−

(
z0i
‖z0i ‖

, v

)
+

√(
z0i

‖z0i ‖
, v

)2

+ e−2aτ (ρ2 − ‖v‖2)


.
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Поэтому

λi(t, τ, v) >
1

‖z0i ‖


−

(
z0i
‖z0i ‖

, v

)
+

√(
z0i

‖z0i ‖
, v

)2

+ e−2aτ (ρ2 − σ2)


.

Функция g(z) =
√

z2 + e−2aτ (ρ2 − σ2)− z убывает на [−1, 1]. Поэтому

g(z) >
√
1 + (ρ2 − σ2)− 1 для всех z ∈ [−1, 1].

Отсюда

λi(t, τ, v) >
1

‖z0i ‖
(√

1 + (ρ2 − σ2)− 1
)

для всех t > 0, 0 6 τ 6 t, v ∈ Dσ(0). Следовательно,

δ(t, τ) = min
v∈Dσ(0))

max
i∈I

λi(t, τ, v) > δ =
1

max
i

‖z0i ‖
(√

1 + (ρ2 − σ2)− 1
)

для всех t > 0, τ ∈ [0, t]. Тогда

∫

Eγ

δ(T, s) ds >

∫

Eγ

δ ds = δ(T − γ).

Из последнего неравенства следует справедливость предположения 2.4.

2. Пусть Mi(t) ≡ Dε(0), ε > 0. Тогда, так как ξi(t) = eatz0i → 0 при t → ∞, то предполо-

жение 2.2 не выполнено. Покажем, что и в этом случае в игре Γ(n+1) происходит поимка.

Возьмем T0, для которого справедливо неравенство ‖eaT0z0i ‖ < ε для любого i ∈ I , и пусть

T = T0 +max
i

{hi + ti}, где ti удовлетворяет условию (4.4).

На множестве [0, T ] \ [θi, θi + hi + ti] задаем управление преследователя Pi следующим

образом:

ui(t) = v(t).

На отрезке [θi + hi, θi + hi + ti] управление преследователя задаем в соответствии с

теоремой 2.1. Тогда

zi(T ) = ξi(T ) +

∫ θi

t0

F (T, s)
(
ui(s)− v(s)

)
ds+

∫ θi+hi

θi

F (T, s)
(
ui(s)− v(s)

)
ds−

−
∫ θi+hi+ti

θi+hi

F (T, s)v(s) ds+

∫ T

θi+hi+ti

F (T, s)
(
ui(s)− v(s)

)
ds = ξi(T ).

Так как T > T0, тогда ‖ξi(T )‖ 6 ‖ξi(T0)‖ < ε. Следовательно, в игре происходит поимка.
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In a finite-dimensional Euclidean space, we consider the problem of pursuit by a group of pursuers of a

single evader, described by a system of the form

żi = f(t)zi + ai(t)ui − v, ui ∈ Ui(t), v ∈ V (t),

where the functions ai(t) are equal to 1 for all t, except for a certain segment of a given length, on which

they are equal to zero (a separate segment for each pursuer). This fact can be interpreted as meaning that

each pursuer may experience a control device failure at any previously unknown point in time, and the

length of the time interval required to fix the failure is given. During the process of fixing the failure, the

pursuers are unable to capture the evader. The target sets are convex compact sets. Sufficient conditions

for the solvability of the pursuit problem are obtained.
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