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В работе изучается асимптотическое поведение решений задачи Дирихле для неоднородного урав-

нения Шрёдингера с граничными данными на бесконечности на модельных римановых многооб-

разиях. Под модельными понимают полные некомпактные римановы многообразия, представимые

в виде Mg = B ∪ D, где B — некоторый связный предкомпакт с непустой внутренностью (∂B —

гладкая граница), а D — многообразие со сферически-симметричной метрикой (модельный конец).

В первой части работы изучаются свойства решений внешней краевой задачи Дирихле на модельном

конце D. В частности, найдены достаточно точные оценки скорости асимптотического приближения

рассматриваемого решения к граничным данным на бесконечности в равномерной норме. Во вто-

рой части показана возможность продолжения решения внешней краевой задачи для неоднородно-

го уравнения Шрёдингера с модельного конца D на все модельное многообразие с сохранением

асимптотического неравенства. Оценка скорости асимптотического сближения получена в терминах

метрики многообразия и коэффициентов неоднородного уравнения Шрёдингера.
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Введение

Работа посвящена изучению асимптотического поведения решений задачи Дирихле

с краевыми условиями на «бесконечности» для неоднородного уравнения Шрёдингера

на модельных римановых многообразиях и выполнена в русле современного геометриче-

ского анализа. Данное исследовательское направление возникло на стыке дифференциаль-

ной геометрии, математического и функционального анализа, теории уравнений в частных

производных, теории случайных процессов. В настоящее время в математике изучение эл-

липтических уравнений на некомпактных римановых многообразиях охватывает достаточ-

но весомую часть исследований, истоки которой восходят к классификационной теории

некомпактных римановых поверхностей и многообразий (см., например, [1,2]), основанной

на изучении некоторых функциональных классов на заданных геометрических объектах.

Общее представление о современных исследованиях в данном вопросе можно также полу-

чить из работ [3–5]. Остановимся кратко на некоторых важных моментах.

В настоящее время в изучении эллиптических уравнений на римановых многообразиях

выделяют три основных направления.

Первое направление связано с исследованием вопроса выполнения теорем типа Лиувил-

ля о тривиальности решений эллиптических уравнений, принадлежащих соответствующе-

му функциональному классу (см., например, [2, 3, 6–10]).

Второе направление связано с нахождением размерности пространства решений изу-

чаемого линейного эллиптического уравнения на заданном многообразии (см., например,

[7, 11–13]). В принципе, данное направление можно относить к теоремам типа Лиувилля.

И третье направление охватывает вопросы разрешимости различных краевых задач

на некомпактных римановых многообразиях, в частности задачи Дирихле о восстановлении

решения эллиптического уравнения с заданным асимптотическим поведением.

https://doi.org/10.35634/vm260301
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Остановимся подробнее на последнем направлении. Заметим, что на произвольном

некомпактном римановом многообразии весьма затруднительна общепринятая постанов-

ка задачи Дирихле. Однако в некоторых случаях геометрическая компактификация мно-

гообразия позволяет сделать это в классической формулировке (аналогично постанов-

ке задачи Дирихле в ограниченных областях R
n). Одним из классов таких римановых

многообразий являются многообразия с отрицательной секционной кривизной. Например,

М. Андерсон и Д. Сулливан (см. [14, 15]) показали, что на полном односвязном мно-

гообразии с отрицательной секционной кривизной sectM , удовлетворяющей условиям

−b2 6 sectM 6 −a2 < 0, существует геометрическая компактификация, добавляющая сфе-

ру на бесконечности S(∞) и доказано, что на M =M∪S(∞) однозначно разрешима задача

Дирихле о восстановлении гармонической на таком многообразии функции по непрерыв-

ным граничным данным на S(∞).
Близкий к этому подход к постановке краевых задач и получению условий их разреши-

мости для гармонических функций и решений стационарного уравнения Шрёдингера мо-

жет быть осуществлен на сферически-симметричных многообразиях, а также некомпакт-

ных модельных и квазимодельных римановых многообразиях, обобщающих сферически-

симметричные (работы [9, 11, 16]).

Другой подход к постановке краевых задач был предложен в работе [17]. Он основан на

понятии классов эквивалентных функций, которые предопределяют асимптотическое пове-

дение решений краевых задач с помощью равномерной нормы в пространстве непрерывных

функций на многообразии. Такой подход позволил осуществить постановку краевых задач

на многообразии при отсутствующей естественной геометрической компактификации.

Все описанные выше результаты касались однородных эллиптических уравнений. В по-

следние 20 лет стали появляться работы, связанные с изучением решений неоднород-

ных эллиптических уравнений на некомпактных римановых многообразиях (см., напри-

мер, [18–22]).

При этом в исследованиях, посвященных разрешимости краевых задач как для одно-

родных так и для неоднородных уравнений, традиционно большое внимание уделяется во-

просу: в каком смысле (или в какой метрике) понимать близость решения к граничным

данным. Так в работах [9, 11, 16] показано асимптотическое приближение решения задачи

Дирихле к непрерывным граничным данным в равномерной норме (см., например, [20,21]).

Одновременно, вызывает интерес получение количественных характеристик, оценивающих

скорость приближения решения к граничным данным. В этом направлении можно указать

знаменитую «лемму о возрастании» (см. [23]), а также работы [24–26].

Именно в этом русле и выполнена данная работа. В частности, найдены достаточно точ-

ные оценки скорости асимптотического приближения решений задачи Дирихле к гранич-

ным данным на некомпактных римановых многообразиях некоторого специального вида,

полученные в терминах метрики многообразия и коэффициентов неоднородного уравнения

Шрёдингера.

§ 1. Постановка задачи и основной результат

Одним из классов римановых многообразий, на которых постановка краевых задач име-

ет естественную геометрическую интерпретацию, является множество многообразий сле-

дующего вида (называемых — модельными): Mg = B ∪ D, где B — некоторый связный

предкомпакт с непустой внутренностью (∂B — гладкая граница), а D (модельный конец)

изометрично прямому произведению [r0; +∞) × S (r0 > 0 и S — компактное риманово

многообразие без края) с метрикой

ds2 = dr2 + g2(r) dθ2.
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Здесь g(r) — положительная и гладкая на [r0; +∞) функция, а dθ2 — метрика на S. При-

мерами таких многообразий могут служить евклидово пространство R
n, гиперболическое

пространство H
n, поверхности вращения и другие.

За последние годы был опубликован ряд работ, посвященных изучению поведения реше-

ний различных эллиптических уравнений и неравенств на подобных многообразиях и неко-

торых их обобщениях (см., например, [7,9,11,16,20,21]). В частности, в работе [20] иссле-

дуются решения уравнения Пуассона u ∈ C2(Mg)

∆u = f(x), (1)

где f ∈ C0,α(Mg)
⋂

G

[

3n
2

]

(D). Здесь n = dimMg, и

Gp(D) =
{

φ(r, θ) ∈ C0,α(Mg) : ∀r ∈ [r0; +∞) φ(r, θ) ∈ Cp(S)
}

— подмножество пространства гёльдеровых на Mg функций, являющихся p раз непрерыв-

но дифференцируемыми по второму аргументу на D для любого фиксированного первого

аргумента. Введем обозначения

ϕ0(r) = ‖f(r, θ)‖L1(S), ϕm(r) = ‖∆m
θ f(r, θ)‖L2(S),

hm(r) =

∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

(

1

g2(ξ)
+ ϕ0(ξ) + ϕm(ξ)

)

gn−1(ξ) dξ

)

dt.

В [20] было доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть многообразие Mg таково, что hm(r0) < ∞, где m =
[

3n
4

]

. Тогда для

любой функции Φ(θ) ∈ C(S) на Mg существует единственное решение u(x) уравнения (1)

такое, что на D выполнено

lim
r→∞

u(r, θ) = Φ(θ).

Также отметим, что предельный переход в граничных условиях на «бесконечности»

понимается в смысле равномерной сходимости, то есть

lim
r→∞

‖u(r, θ)− Φ(θ)‖C(Mg\B(r)) = 0,

где B(r) — геодезический шар радиуса r с центром в некоторой фиксированной точке.

Таким образом, была доказана разрешимость задачи Дирихле для уравнения Пуассо-

на на модельных римановых многообразиях. Позднее в работе [25] данный результат был

уточнен и получена оценка скорости асимптотической сходимости решения к граничным

данным.

В данной работе изучаются аналогичные задачи для более общего неоднородного эл-

липтического уравнения, а именно, для неоднородного уравнения Шрёдингера

Lu ≡ ∆u− c(x)u = f(x), (2)

где c(x), f(x) ∈ C0,α(Mg), c(x) > 0 на Mg.

Дополнительно полагаем, что c(x) имеет некомпактный носитель на Mg (см. также [6])

и c(x) > 0 в некоторой окрестности предкомпактного подмножества B ⊂Mg.

Всюду в дальнейшем будем считать, что на D выполнены условия:

1) c(r, θ) ≡ c(r);

2) f1(r) 6 f(r, θ) 6 f2(r), где f1(r), f2(r) ∈ C0,α(R+).



354 О скорости сходимости решений краевых задач

Введем обозначения

I(r) =

∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

gn−1(ξ)

(

1

g2(ξ)
+ c(ξ)

)

dξ

)

dt,

hi(r) = I(r) +

∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

|fi(ξ)|gn−1(ξ) dξ

)

dt (i = 1, 2),

h(r) = I(r) +

∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

max
{

|f1(ξ)|, |f2(ξ)|
}

gn−1(ξ) dξ

)

dt

и сформулируем основной результат.

Теорема 2. Пусть риманово многообразие Mg и правая часть f(x) уравнения (2) таковы,

что h(r0) < ∞. Тогда для любой функций Φ(θ) ∈ C2m1(S), где m1 =
[

3n
4

]

+ 1, на Mg

существует единственное решение u(x) уравнения (2) такое, что на D выполнено

|u(r, θ)− Φ(θ)| 6 Ch(r)

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).

Доказательство данной теоремы проведем поэтапно в следующих двух параграфах.

§ 2. Асимптотическое поведение решений внешней краевой задачи Дирихле

В данном параграфе будем рассматривать уравнение (2) на модельном конце D

Lu = f(r, θ).

Рассмотрим сначала на D неоднородные уравнения вида

Lu = fi(r), i = 1, 2, (3)

и докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Пусть многообразие Mg и правая часть fi(r) уравнения (3) таковы, что

hi(r0) <∞. Тогда для любых функций Ψ(θ) ∈ C2m1(S), Φ(θ) ∈ C2m1(S), где m1 =
[

3n
4

]

+ 1,
на D существует единственное ограниченное решение ui(r, θ) уравнения (3) такое, что

ui(r0, θ) = Ψ(θ) и |ui(r, θ)− Φ(θ)| 6 C · hi(r)

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим внешнюю краевую задачу для уравнения (3) на D.

Будем искать функцию ui(r, θ) такую, что











Lui(r, θ) = fi(r),

ui(r0, θ) = Ψ(θ),

lim
r→∞

‖ui(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0,

(4)

где Ψ(θ) и Φ(θ) — некоторые заданные на D функции.

В свою очередь решение неоднородной задачи (4) ищем в виде

ui(r, θ) = ui1(r, θ) + ui2(r),
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где ui1(r, θ) является решением внешней краевой задачи для однородного уравнения











Lui1(r, θ) = 0,

ui1(r0, θ) = Ψ(θ),

lim
r→∞

‖ui1(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0,

а ui2(r) — решением однородной краевой задачи для неоднородного уравнения











Lui2(r, θ) = fi(r),

ui2(r0, θ) = 0,

lim
r→∞

‖ui2(r, θ)‖C(D\B(r)) = 0.

(5)

Как показано в [11], в силу сходимости интеграла hi(r0) < ∞, решение ui1(r, θ) на D

существует и единственно. Покажем, что выполнено неравенство

|ui1(r, θ)− Φ(θ)| 6 Chi(r)

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).
Пусть

{

wk(θ)
}

— ортонормированный базис в L2(S) из собственных функций оператора

Лапласа −∆θ, а λk — соответствующие собственные числа (0 = λ0 < λ1 6 . . . ), то есть

∆θwk(θ) + λkwk(θ) = 0.

Тогда имеют место следующие разложения

Φ(θ) =
∞
∑

k=0

ckwk(θ), Ψ(θ) =
∞
∑

k=0

zkwk(θ),

где

ck =

∫

S

Φ(θ)wk(θ) dθ, zk =

∫

S

Ψ(θ)wk(θ) dθ.

Также для любого фиксированного r справедливо представление для решения ui1(r, θ)

ui1(r, θ) =
∞
∑

k=0

vk(r)wk(θ), где vk(r) =

∫

S

ui1(r, θ)wk(θ) dθ.

В работе [7] было показано, что для всех k > 0 коэффициенты Фурье vk(r) удовлетво-

ряют обыкновенному дифференциальному уравнению

v′′k(r) + (n− 1)
g′(r)

g(r)
v′k(r)−

(

λk

g2(r)
+ c(r)

)

vk(r) = 0, (6)

которое будем называть спектральным. В данном случае vk(r) также удовлетворяет краевым

условиям vk(r0) = zk, lim
r→∞

vk(r) = ck. Более того, в [11] показано, что для всех r > r0 имеет

место неравенство |vk(r)| 6 |ck|+ |zk|. Кроме того, как и в [11], легко показать абсолютную

и равномерную сходимость рядов

∞
∑

k=0

ckwk(θ),
∞
∑

k=0

zkwk(θ),
∞
∑

k=1

vk(r)wk(θ).

Для примера покажем сходимость ряда
∞
∑

k=1

|ck||ωk(θ)|.
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Пользуясь формулой Грина и определением собственных функций, получаем

|ck| =
∣

∣

∣

∣

∫

S

Φ(θ)wk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

=
1

λk

∣

∣

∣

∣

∫

S

Φ(θ)∆θwk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

=
1

λk

∣

∣

∣

∣

∫

S

∆θΦ(θ)wk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

.

Применим формулу Грина m1 раз:

|ck| =
1

λm1

k

∣

∣

∣

∣

∫

S

∆m1

θ Φ(θ)wk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

.

Далее воспользуемся неравенством Коши–Буняковского

|ck| 6
1

λm1

k

(
∫

S

(

∆m1

θ Φ(θ)
)2
dθ

)
1

2
(
∫

S

w2
k(θ) dθ

)
1

2

=
C

λm1

k

, (7)

где C — константа, зависящая от выбора краевых условий, а также от S и m1.

Известны следующие оценки собственных функций и собственных чисел (асимптотика

Вейля) оператора Лапласа в C(S) (см., например, [27])

‖wk‖C(S) 6 C1λ
n−2

4

k , C2k
2

n−1 6 λk 6 C3k
2

n−1 . (8)

Учитывая приведенные выше оценки, получаем справедливость следующих неравенств:

∞
∑

k=1

|ck| |ωk(θ)| 6
∞
∑

k=1

C

λm1

k

C1λ
n−2

4

k 6

∞
∑

k=1

C∗

k
2m1
n−1

C∗
1k

2

n−1

n−2

4 6

6 C∗∗
1

∞
∑

k=1

k−
2m1
n−1

+ n−2

2n−2 = C∗∗
1

∞
∑

k=1

k
−4m1+n−2

2n−2 <∞.

При достаточно больших m1 последний числовой ряд сходится. А именно, при m1 =
=

[

3n
4

]

+ 1 выполнено −2−4m1+n
2n−2

< −1, что обеспечивает абсолютную и равномерную схо-

димость первого из рассматриваемых рядов.

Аналогично доказывается абсолютная и равномерная на D при r > r0 сходимость двух

других рядов.

Из равномерной и абсолютной наD при r > r0 сходимости указанных рядов в частности

следует, что ряд
∞
∑

k=0

(vk(r)− ck)wk(θ)

также сходится равномерно и абсолютно на этом множестве.

По определению равномерной сходимости функционального ряда имеем: для любого

ε > 0 существует номер N(ε) такой, что для всех точек (r, θ) ∈ D, r > r0 выполнено

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=N

(vk(r)− ck)wk(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

2
.

Так как lim
r→∞

vk(r) = ck для всех k = 0, 1, . . . , то для любого k = 0, . . . , N , для любого ε > 0

существует Rk(ε) > 0 такое, что для всех r > Rk(ε) выполнено

|vk(r)− ck| <
ε

2(N + 1)max
θ

|wk(θ)|
,
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откуда

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

k=0

(vk(r)− ck)wk(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

6

N
∑

k=0

|vk(r)− ck||wk(θ)| 6
ε

2(N + 1)
(N + 1) =

ε

2
.

Положим R(ε) = max
{

R0(ε), . . . , RN(ε), r0
}

. Тогда для любого ε > 0 для всех r > R(ε),
для всех θ получим

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=0

(vk(r)− ck)wk(θ)

∣

∣

∣

∣

< ε или |ui1(r, θ)− Φ(θ)| < ε,

учитывая свойства сходящихся рядов. Последнее условие равносильно предельному равен-

ству

lim
R→∞

sup
D\B(R)

|ui1(r, θ)− Φ(θ)| = 0,

откуда следует равномерная сходимость решения к граничным данным на бесконечности

lim
r→∞

‖ui1(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0.

Далее, используя неравенство треугольника, оценим разность

|ui1(r, θ)− Φ(θ)| =
∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=0

vk(r)ωk(θ)−
∞
∑

k=0

ckωk(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

(v0(r)− c0)ω0(θ) +
∞
∑

k=1

(vk(r)− ck)ωk(θ)

∣

∣

∣

∣

∣

6

6 |(v0(r)− c0)ω0|+
∞
∑

k=1

|vk(r)− ck||ωk(θ)|.

(9)

Далее оценим сверху первое слагаемое. При k = 0 спектральное уравнение примет вид

v′′0(r) + (n− 1)
g′(r)

g(r)
v′0(r)− c(r)v0(r) = 0. (10)

Дважды интегрируя уравнение (10), как и в [11], имеем

v0(r) =

∫ r

r0

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)v0(ξ)g
n−1(ξ) dξ

)

dt+ v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ r

r0

dt

gn−1(t)
+ v0(r0).

Так как lim
r→∞

v0(r) = c0, то

c0 =

∫ ∞

r0

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)v0(ξ)g
n−1(ξ) dξ

)

dt+ v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
+ v0(r0).

Из определения собственных функций следует w0(θ) = 1√
|S|

, где |S| — объем S. Тогда

оценим разность

|(v0(r)− c0)| =
∣

∣

∣

∣

∫ r

r0

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)v0(ξ)g
n−1(ξ) dξ

)

dt+

+ v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ r

r0

dt

gn−1(t)
+ v0(r0)−

∫ ∞

r0

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)v0(ξ)g
n−1(ξ) dξ

)

dt−
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− v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
− v0(r0)

∣

∣

∣

∣

6

6

∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)|v0(ξ)|gn−1(ξ) dξ

)

dt+ |v′0(r0)|gn−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)
6

6 (|c0|+ |z0|)
∫ ∞

r

g1−n(t)

(
∫ t

r0

c(ξ)gn−1(ξ) dξ

)

dt+ |v′0(r0)|gn−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)
6

6 (|c0|+ |z0|)I(r) + |v′0(r0)|gn−1(r0)I(r) = CI(r).

Здесь C — константа, не зависящая от r.

Теперь оценим сверху каждый член ряда из неравенства (9). Дважды интегрируя спек-

тральное уравнение (6) при k > 0, получим

vk(r) =

∫ r

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz +

+ v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ r

r0

dt

gn−1(t)
+ vk(r0).

(11)

С учетом краевых условий vk(r0) = zk и lim
r→∞

vk(r) = ck, имеем

ck =

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz + v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
+ zk.

Выразим отсюда zk:

zk = ck −
∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz − v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
.

Подставляя полученное выражение в (11), получим

vk(r) =

∫ r

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz + v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ r

r0

dt

gn−1(t)
+

+ ck −
∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz − v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
=

= ck −
∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz − v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)
.

Следовательно, справедливы неравенства

|vk(r)− ck| =

=

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

vk(z) dz − v′k(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∣

∣

∣

∣

6

6

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

|vk(z)| dz + |v′k(r0)|gn−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)
.

Напомним, что |vk(r)| 6 |ck|+ |zk|. Тогда последнее неравенство можно продолжить следу-

ющим образом

|vk(r)− ck| 6 (|ck|+ |zk|)
∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

λkg
n−3(z) + c(z)gn−1(z)

)

dz +

+ |v′k(r0)|gn−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)
6 max{λk, 1}(|ck|+ |zk|)I(r) + |v′k(r0)|gn−1(r0)I(r).
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Учитывая вышеизложенное, продолжим оценку (9):

∞
∑

k=1

|vk(r)− ck||ωk(θ)| 6 I(r)
∞
∑

k=1

(

max{λk, 1}(|ck|+ |zk|) + gn−1(r0)|v′k(r0)|
)

|ωk(θ)| 6

6 I(r)
∞
∑

k=1

(

max{λk, 1}|ck||ωk(θ)|+max{λk, 1}|zk||ωk(θ)|+ gn−1(r0)|v′k(r0)||ωk(θ)|
)

6

6 I(r)

( ∞
∑

k=1

max{λk, 1}|ck||ωk(θ)|+
∞
∑

k=1

max{λk, 1}|zk||ωk(θ)|+
∞
∑

k=1

gn−1(r0)|v′k(r0)||ωk(θ)|
)

.

Далее покажем сходимость ряда

∞
∑

k=1

max{λk, 1}|ck||ωk(θ)|.

Рассмотрим сначала случай, когда max{λk, 1} = λk. Учитывая полученные выше оцен-

ки (7) и асимптотику Вейля (8), имеем справедливость следующих неравенств

∞
∑

k=1

max{λk, 1}|ck||ωk(θ)| 6
∞
∑

k=1

C3k
2

n−1
C

λm1

k

C1λ
n−2

4

k 6

∞
∑

k=1

C3k
2

n−1
C∗

k
2m1
n−1

C∗
1k

2

n−1

n−2

4 6

6 C∗
3

∞
∑

k=1

k
2

n−1
−

2m1
n−1

+ n−2

2n−2 = C∗
3

∞
∑

k=1

k
4−4m1+n−2

2n−2 = C∗
3

∞
∑

k=1

k
2−4m1+n

2n−2 <∞.

Пусть теперь max{λk, 1} = 1. Как и выше получаем оценку

∞
∑

k=1

max{λk, 1}|ck||ωk(θ)| =
∞
∑

k=1

|ck||ωk(θ)| 6 C∗∗
3

∞
∑

k=1

k
−2−4m1+n

2n−2 <∞.

Оба ряда сходятся при достаточно больших m1. Например, полагая m1 =
[

3n
4

]

+1, получаем

неравенство 2−4m1+n
2n−2

< −1 для первого случая и неравенство −2−4m1+n
2n−2

< −1 во втором

случае, которые влекут сходимость указанных рядов.

Аналогичным образом доказывается сходимость рядов

∞
∑

k=1

λk|zk||ωk(θ)| и

∞
∑

k=1

|v′k(r0)||ωk(θ)|.

Более подробно остановимся на исследовании последнего ряда. Сначала отдельно оце-

ним v′k(r). По определению имеем

vk(r) =

∫

S

ui1(r, θ)wk(θ) dθ,

причем с учетом степени гладкости граничных данных и коэффициентов уравнения (3)

функция ui1(r, θ) является решением класса C2,α(D) ∩ G2m1+2(D). Следовательно, диффе-

ренцируя обе части равенства, а также используя определение собственных функций wk(θ),
получаем

|v′k(r)| =
∣

∣

∣

∣

∫

S

∂ui1

∂r
(r, θ)wk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

=
1

λk

∣

∣

∣

∣

∫

S

∂ui1

∂r
(r, θ)∆θwk dθ

∣

∣

∣

∣

.
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Применим формулу Грина m1 раз и воспользуемся неравенством Коши-Буняковского:

|v′k(r0)| =
1

λm1

k

∣

∣

∣

∣

∫

S

∆m1

θ

∂ui1

∂r
(r0, θ)wk(θ) dθ

∣

∣

∣

∣

6

6
1

λm1

k

√

∫

S

(

∆m1

θ

∂ui1

∂r
(r0, θ)

)2

dθ

√

∫

S

w2
k(θ) dθ =

C

λm1

k

,

где C > 0 — некоторая константа, зависящая от S и m1. Из асимптотики Вейля следует

|v′k(r0)| 6
C

λm1

k

6
C∗

(

k
2

n−1

)m1
.

Далее доказательство сходимости этого ряда дословно совпадает с исследованием сходи-

мости первого ряда.

С учетом сходимости рядов получаем справедливость следующих неравенств:

|ui1(r, θ)− Φ(θ)| 6 |v0(r)ω0 − c0ω0|+
∞
∑

k=1

|vk(r)− ck||ωk(θ)| 6 I(r)

(

C
√

|S|
+

+

∞
∑

k=1

λk|ck||ωk(θ)|+
∞
∑

k=1

λk|zk||ωk(θ)|+
∞
∑

k=1

gn−1(r0)|v′k(r0)||ωk(θ)|
)

6 C∗∗I(r)

для всех (r, θ) при r > r0, где C∗∗ > 0 — некоторая константа, зависящая от S и m1,

от выбора краевых условий и не зависящая от (r, θ).
Далее рассмотрим решение ui2(r) однородной краевой задачи для неоднородного урав-

нения Шрёдингера (5). Разрешимость этой задачи получена в работе [21]. Докажем спра-

ведливость оценки

|ui2(r)| 6 Qhi(r),

для всех r > r0 с некоторой константой Q > 0, которая не зависит от (r, θ).
Учитывая вид оператора Лапласа на модельном конце D, легко проверить, что реше-

ние ui2(r) краевой задачи (5) является решением неоднородного спектрального уравнения

при k = 0

v′′0 (r) + (n− 1)
g′(r)

g(r)
v′0(r)− c(r)v0(r) = fi(r). (12)

Дважды интегрируя уравнение (12) в пределах [r0, r], получаем эквивалентное данному

спектральному уравнению интегральное уравнение

v0(r) =

∫ r

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z)+fi(z)
)

gn−1(z) dz+v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ r

r0

dt

gn−1(t)
+v0(r0). (13)

Кроме того, v0(r) удовлетворяет краевым условиям v0(r0) = 0, lim
r→∞

v0(r) = 0.

Учитывая краевые условия, из (13) имеем

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z) + fi(z)
)

gn−1(z) dz = −v′0(r0)gn−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
.

Перепишем последнее равенство в виде
∫ r

r0

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z) + fi(z)
)

gn−1(z) dz =

= −
∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z) + fi(z)
)

gn−1(z) dz − v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r0

dt

gn−1(t)
.

(14)
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Подставляя (14) в (13), получаем

|v0(r)| =
∣

∣

∣

∣

−
∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z) + fi(z)
)

gn−1(z) dz − v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

(

c(z)v0(z) + fi(z)
)

gn−1(z) dz + v′0(r0)g
n−1(r0)

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∣

∣

∣

∣

6

6

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

|c(z)v0(z) + fi(z)|gn−1(z) dz + |v′0(r0)|gn−1(r0)

∞
∫

r

dt

gn−1(t)
6

6 max
[r0,+∞)

|v0(r)|
∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

c(z)gn−1(z) dz +

∫ ∞

r

dt

gn−1(t)

∫ t

r0

|fi(z)|gn−1(z) dz +

+ |v′0(r0)|gn−1(r0)

∞
∫

r

dt

gn−1(t)
6 Q1I(r) + hi(r) +Q2I(r).

Откуда следует оценка

|v0(r)| 6 Qhi(r),

где константа Q зависит от правой части уравнения и краевых условий.

Таким образом, для функции ui2(r) получаем аналогичную оценку

|ui2(r)| 6 Qhi(r)

для всех r > r0, где Q > 0 — некоторая константа, не зависящая от (r, θ).
Докажем теперь основное утверждение

|ui(r, θ)− Φ(θ)| = |ui1(r, θ) + ui2(r)− Φ(θ)| 6 |ui1(r, θ)− Φ(θ)|+ |ui2(r)| 6 Chi(r)

для всех (r, θ) при r > r0, где C > 0 — некоторая константа, не зависящая от (r, θ).
В заключение доказательства покажем единственность решения ui(r, θ) (при i = 1, 2),

удовлетворяющего условию леммы. Предположим противное. Пусть на D существует два

различных решения уравнения (3) таких, что

ui(r0, θ) = Ψ(θ) и |ui(r, θ)− Φ(θ)| 6 C · hi(r)
и

u∗i (r0, θ) = Ψ(θ) и |u∗i (r, θ)− Φ(θ)| 6 C · hi(r)
для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).

Рассмотрим разность u(r, θ) = ui(r, θ)−u∗i (r, θ) 6≡ 0. Легко показать, что функция u(r, θ)
в силу сходимости интеграла hi(r0) <∞ будет удовлетворять следующей краевой задаче











Lu(r, θ) = 0,

u(r0, θ) = 0,

lim
r→∞

‖u(r, θ)‖C(D\B(r)) = 0.

По теореме единственности для решений стационарного уравнения Шрёдингера в асимпто-

тической постановке (см. [17]) получаем, что u ≡ 0 на D. Пришли к противоречию. Лемма

доказана. �

Далее рассмотрим на модельном конце D неоднородные уравнения (2)

Lu = f(r, θ),

где f1(r) 6 f(r, θ) 6 f2(r), и докажем вспомогательное утверждение.
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Лемма 2. Пусть многообразие Mg и правая часть f(r, θ) уравнения (2) таковы, что

h(r0) <∞. Тогда для любых функций Ψ(θ) ∈ C2m1(S), Φ(θ) ∈ C2m1(S), где m1 =
[

3n
4

]

+ 1,
на D существует единственное ограниченное решение u(r, θ) уравнения (2) такое, что

u(r0, θ) = Ψ(θ) и |u(r, θ)− Φ(θ)| 6 C · h(r)

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в предыдущей лемме 1 рассмотрим решение неоднородной

задачи










Lu(r, θ) = f(r, θ),

u(r0, θ) = Ψ(θ),

lim
r→∞

‖u(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0,

Существование решения u(r, θ) на D показано в работе [21] в силу сходимости интегра-

ла h(r0). Докажем справедливость оценки

|u(r, θ)| 6 Ch(r),

для всех (r, θ) при r > r0 с некоторой константой C > 0, которая не зависит от (r, θ).
По лемме 1 на D существуют решения уравнений (3) u1(r, θ) и u2(r, θ), удовлетворяю-

щие заданным краевым условиям, то есть











Lu1(r, θ) = f1(r),

u1(r0, θ) = Ψ(θ),

lim
r→∞

‖u1(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0,











Lu2(r, θ) = f2(r),

u2(r0, θ) = Ψ(θ),

lim
r→∞

‖u2(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0.

Кроме того, имеют место неравенства

|ui(r, θ)− Φ(θ)| 6 Chi(r) 6 Ch(r), (15)

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ).
Далее рассмотрим на D разность u2(r, θ)− u1(r, θ). Ясно, что











L(u2(r, θ)− u1(r, θ)) = f2(r)− f1(r) > 0,

u2(r0, θ)− u1(r0, θ) = 0,

lim
r→∞

‖u2(r, θ)− u1(r, θ)‖C(D\B(r)) = 0,

то есть разность u2(r, θ) − u1(r, θ) является субрешением стационарного уравнения Шрё-

дингера Lu = 0. Следовательно, на модельном конце D выполнено u2(r, θ) − u1(r, θ) 6 0.
Аналогично можно показать на D справедливость неравенств u2(r, θ) − u(r, θ) 6 0,
u(r, θ)− u1(r, θ) 6 0. Объединяя последние три неравенства, на модельном конце D имеем

u2(r, θ) 6 u(r, θ) 6 u1(r, θ). (16)

Учитывая неравенства (15) и (16), окончательно получаем

|u(r, θ)− Φ(θ)| 6 Ch(r),

для любых (r, θ) при r > r0, где константа C > 0 не зависит от (r, θ). Доказательство

единственности решения u(r, θ) аналогично доказательству данного факта в предыдущей

лемме. Лемма доказана. �
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§ 3. Асимптотическое поведение решений задачи Дирихле на модельном многообразии

В данном параграфе будет показана возможность продолжения решения внешней кра-

евой задачи для неоднородного уравнения Шрёдингера (2) с модельного конца D на все

модельное многообразие с сохранением асимптотического неравенства. Таким образом, бу-

дет доказана теорема 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u0 — решение следующей внешней краевой задачи на D











Lu(r, θ) = f(r, θ),

u(r0, θ) = 0,

lim
r→∞

‖u(r, θ)− Φ(θ)‖C(D\B(r)) = 0,

существование которого в условиях теоремы 2 показано в лемме 2. Более того, u0 на D

удовлетворяет асимптотическому неравенству

|u0(r, θ)− Φ(θ)| 6 C∗h(r)

для всех (r, θ) при r > r0, где константа C∗ > 0 не зависит от (r, θ).
Обозначим через B′′ окрестность компакта B, где c(x) > 0, и рассмотрим функцию

U ∈ C2,α(Mg) такую, что U = u0 вне B′′, U = 0 на некотором подмножестве B′ ⋐ B.

Ясно, что ∆U = f ∗(x) на Mg, где f ∗(x) ∈ C0,α(Mg) удовлетворяет следующим условиям:

f ∗(x) = 0 на B′, f ∗(x) ≡ f(x) вне B′′, f ∗(x) 6≡ f(x) на B′′ \B′.

Пусть
{

Bk

}∞

k=1
— произвольное гладкое исчерпание многообразия Mg, то есть после-

довательность предкомпактных открытых непустых подмножеств Bk ⊂ Mg таких, что

Bk ⊂ Bk+1, Mg =
∞
⋃

k=1

Bk, ∂Bk — гладкие границы и B ⊂ Bk для всех k.

Построим последовательность функций φk — решение задачи

Lφk = f в Bk, φk

∣

∣

∂Bk
= u0

∣

∣

∂Bk
,

и последовательность функций ψk = φk − U . Для этих функций мы имеем:

Lψk = f − f ∗ в Bk, ψk

∣

∣

∂Bk
= 0,

где функция f(x)− f ∗(x) ∈ Cα(Mg) и удовлетворяет следующим условиям: f(x)− f ∗(x) =
= f(x) на компактном множестве B′, f(x)−f ∗(x) = 0 вне окрестности компакта B′′. Таким

образом, Ω := supp
{

f(x) − f ∗(x)
}

— компакт и Ω ⊂ B′′. Далее воспользуемся оценкой

решения эллиптического уравнения (см. также [21]). Для всех k для x ∈ Bk имеем:

|ψk| 6 sup
Bk

|ψk| 6 sup
∂Bk

|ψk|+ sup
Ω

|f(x)− f ∗(x)|
c(x)

= sup
Ω

|f(x)− f ∗(x)|
c(x)

.

Отсюда следует, что семейство функций
{

ψk

}∞

k=1
равномерно ограниченно на Mg. Послед-

нее условие дает компактность семейства функций {ψk}∞k=1 в классе C2(G) для произволь-

ного предкомпактного подмножества G ⊂ Mg, что, в свою очередь, влечет существование

предельной функции ψ = lim
k→∞

ψk, которая является решением уравнения Lψ = f(x)−f ∗(x)

на Mg. Покажем, что ψ удовлетворяет асимптотическому неравенству

|ψ(r, θ)| 6 C3h(r)

для всех (r, θ) при r > r0, где константа C3 > 0 не зависит от (r, θ).
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В силу непрерывности функции ψ(x) существует

U = max
∂B

|ψ(x)|.

Очевидно, выполнены неравенства

−(U + 1) 6 ψ
∣

∣

∂B
6 U + 1 и − (U + 1) 6 ψk

∣

∣

∂B
6 U + 1

для любого достаточно большого k.

По лемме 2 на D существуют решения u(r, θ) и u(r, θ) уравнения (2), удовлетворяющие

следующим краевым условиям:











Lu(r, θ) = f(r, θ),

u(r0, θ) = −(U + 1),

lim
r→∞

‖u(r, θ)‖C(D\B(r)) = 0,











Lu(r, θ) = f(r, θ),

u(r0, θ) = U + 1,

lim
r→∞

‖u(r, θ)‖C(D\B(r)) = 0.

Кроме того, имеют место неравенства

|u(r, θ)| 6 C1h(r) и |u(r, θ)| 6 C2h(r)

для любых (r, θ) при r > r0, где константы C1 > 0 и C2 > 0 не зависит от (r, θ).
Учитывая принцип сравнения для решений линейных эллиптических уравнений, полу-

чаем на D справедливость следующих условий

(U + 1) 6 u 6 0 6 u 6 (U + 1), u 6 ψk 6 u

на Bk\B для любого k. Переходя к пределу при k → ∞, получим u 6 ψ 6 u. Учитывая

выполнение асимптотических неравенств для функций u и u, получаем |ψ| 6 C3h(r).
Из существования функции ψ = lim

k→∞
ψk следует существование предельной функции

u = lim
k→∞

φk = lim
k→∞

(ψk + U) = ψ + U.

Причем Lu = Lψ + LU = f − f ∗ + f ∗ = f на Mg и на D выполнено асимптотическое

неравенство

|u(r, θ)− Φ(θ)| = |ψ + U − Φ| = |ψ + u0 − Φ| 6 |ψ|+ |u0 − Φ| 6
6 C3h(r) + C∗h(r) = Ch(r)

для всех (r, θ) при r > r0, где C > 0 — некоторая константа, не зависящая от (r, θ). До-

казательство единственности построенного решения проводится аналогично предыдущим

леммам. Теорема доказана. �
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The paper studies the asymptotic behavior of solutions to the Dirichlet problem for the inhomogeneous

Schrödinger equation with boundary data at infinity on model Riemannian manifolds. Model manifolds

are complete non-compact Riemannian manifolds that can be represented as Mg = B ∪ D, where B is

some connected precompact set with nonempty interior (∂B is a smooth boundary), and D is a manifold

with a spherically symmetric metric (the model end). In the first part of the paper, we study the properties

of solutions to the external Dirichlet boundary value problem at the model end D. In particular, fairly

accurate estimates for the rate of asymptotic approximation of the solution to the boundary data at infinity

in the uniform norm are found. The second part shows the possibility of continuing the solution of the

external boundary value problem for the inhomogeneous Schrödinger equation from the model endpoint D

to the entire model manifold while preserving the asymptotic inequality. Quantitative characteristics that

estimate the speed of the approximation are found in terms of the metric of the manifold and the

coefficients of the inhomogeneous Schrödinger equation.
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