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ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ДОХОДА ОТ СБОРА ВОЗОБНОВЛЯЕМОГО РЕСУРСА

НА КОНЕЧНОМ ОТРЕЗКЕ ВРЕМЕНИ

Рассматривается модель динамики популяции, развитие которой при отсутствии эксплуатации за-

дано логистическим дифференциальным уравнением на отрезке времени [0, T ]. Предполагаем, что

на данном отрезке происходит n извлечений ресурса, и в момент времени T извлекается весь остав-

шийся ресурс данной популяции. Приведено описание управляемой системы с импульсным воздей-

ствием, которая определяет поведение популяции с учетом эксплуатации. Исследуется задача опти-

мизации дохода от сбора возобновляемого ресурса. Получены оптимальные значения для моментов

и долей извлечения ресурса, которые мы рассматриваем как управления для достижения наиболь-

шего дохода. Показано, что оптимальный режим эксплуатации существенно зависит от начального

количества ресурса X0 и имеет более сложную структуру, чем в ситуации, когда промежутки вре-

мени между соседними извлечениями постоянные. В частности, когда X0 достаточно мало, необ-

ходимо некоторое время для восстановления количества ресурса, на протяжении которого добычу

целесообразно не производить.
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Введение

Для моделирования режимов динамики популяций используются различные аналитиче-

ские и численные методы. Методы качественного анализа моделей динамики распределен-

ных возобновляемых ресурсов и оптимизации этой динамики представлены в работах [1,2].

В [3, 4] приведено описание режимов взаимодействия популяций для гибридных систем,

исследуемых методом Филиппова. Моделированию сценариев развития различных популя-

ций при помощи численных методов посвящены работы [5–7]. Одним из актуальных во-

просов здесь является влияние промыслового воздействия на динамику структурированных

и взаимодействующих популяций. Основные направления и обзор современного состояния

исследований в популяционной динамике приведены в [8].

Множество публикаций посвящено вопросам выбора стратегий эксплуатации возобнов-

ляемого ресурса при помощи постоянного или периодического импульсного отбора. Ис-

следуются задачи максимизации различных характеристик сбора ресурса, среди которых

эффективность сбора ресурса, средняя временная выгода и доход от сбора с учетом дис-

контирования (см. [1, 2, 9–12]).

Отметим, что в работах [9, 12] промежутки времени между соседними моментами из-

влечения ресурса считались постоянными. Более аналитически сложной является задача

определения не только долей извлеченного ресурса, но и моментов извлечения, с целью

максимизации различных характеристик сбора. Первой публикацией в данном направле-

нии является статья [13], в которой рассматриваются вопросы оптимальной эксплуатации

ресурса для популяции, заданной логистическим дифференциальным уравнением

ẋ = ax(1− x), где a > 0, x > 0. (0.1)

Исследуется задача нахождения моментов времени и построения управлений для достиже-

ния наибольшего дохода от сбора на заданном отрезке [0, T ], T > 0. Предполагается, что
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количество ресурса, оставшегося в момент времени T , равно начальному количеству X0.

Показано, что для достижения наибольшего дохода промежутки времени между соседни-

ми извлечениями и доли извлеченного ресурса должны быть одинаковыми. В [13] также

рассматривается задача максимизации дохода от сбора при дополнительном условии, что

добыча ресурса связана с расходами на обслуживание оборудования или оплату труда.

В настоящей работе рассматривается задача оптимальной эксплуатации популяции (0.1)

в предположении, что в момент времени T извлекается весь оставшийся ресурс данной

популяции. Показано, что оптимальный режим эксплуатации существенно зависит от на-

чального количества ресурса и имеет более сложную структуру, чем в ситуации, описан-

ной в [9, 12, 13], когда промежутки времени между соседними извлечениями постоянные.

В частности, когда X0 достаточно мало, необходимо некоторое время для восстановления

количества ресурса, на протяжении которого добычу целесообразно не производить.

§ 1. Основные результаты

Рассмотрим модель динамики популяции, развитие которой при отсутствии эксплуата-

ции задано логистическим дифференциальным уравнением (0.1) на отрезке времени [0, T ].
Предполагаем, что в моменты времени 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < T из популяции

извлекается некоторая доля биологического ресурса uk ∈ [0, 1], k = 0, 1, . . . , n − 1, n > 1,
а в момент времени T извлекается весь ресурс популяции Xn, оставшийся к этому моменту

(то есть un = 1). С учетом эксплуатации получаем управляемую систему с импульсным

воздействием
ẋ = ax(1 − x), t 6= tk,

x(tk) = (1− uk) · x(tk − 0),
(1.1)

где x(tk − 0) и x(tk) — количество ресурса до и после сбора в момент tk соответственно,

k = 1, . . . , n. Предполагаем, что решения системы (1.1) непрерывны справа.

Пусть Xk = x(tk) — количество ресурса до сбора в момент tk, x(0) = X0 — началь-

ное количество ресурса, C1 > 0 — агрегированная стоимость условной единицы ресурса.

Будем полагать, что C1 = 1, тогда стоимость собранного ресурса в момент tk равна Xkuk,

k = 1, . . . , n. Следовательно, общий доход от сбора ресурса на отрезке [0, T ] равен

D(Un, X0) =
n−1
∑

k=0

Xkuk +Xn, (1.2)

где Un = (t1, . . . , tn−1; u0, . . . , un−1). Исследуем задачу нахождения моментов времени t1, . . . ,

. . . , tn−1 и построения управлений u0, . . . , un−1 для достижения наибольшего значения

функции (1.2).

Введем вспомогательные обозначения: xk = x(tk) — количество ресурса после сбора

в момент tk; tn = T , τk = tk − tk−1, k = 1, . . . , n. Тогда

xk = (1− uk)Xk, k = 0, 1, . . . , n− 1, τ1 + . . .+ τn = T.

Отметим, что xn = 0, так как un = 1. Обозначим через ϕ(t, x) решение уравнения (0.1),

удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x и найдем

Xk = ϕ(τk, xk−1) =
xk−1e

aτk

1 + xk−1(eaτk − 1)
, k = 1, . . . , n.

Задачу максимизации дохода (1.2) сведем к задаче максимизации функции

S(Vn, X0) = X0 +
n−1
∑

k=0

(

xk

(1− xk)e−aτk+1 + xk

− xk

)

, (1.3)
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где Vn = (τ1, . . . , τn; x0, . . . , xn−1), τ1+. . .+τn = T . Если извлечение ресурса в момент t0 = 0
не производилось, то полагая x0 = X0 в (1.3), запишем функцию

(

Vn, X0

)

в виде

S(vn, X0)
.
=

X0

(1−X0)e−aτ1 +X0

+

n−1
∑

k=1

( xk

(1− xk)e−aτk+1 + xk

− xk

)

, (1.4)

где vn = (τ1, . . . , τn;X0, x1, . . . , xn−1), τ1 + . . .+ τn = T .

При помощи стандартных вычислений доказаны следующие утверждения.

Лемма 1.1. Пусть n > 1, X0 >
(

e
aT

2n +1
)

−1
. Функция S(Vn, X0) имеет стационарную точку

V ∗

n
= (τ ∗1 , . . . , τ

∗

n
; x∗

0, . . . , x
∗

n−1), где

τ ∗1 = . . . = τ ∗
n
=

T

n
, x∗

0 = x∗

1 = . . . = x∗

n−1 =
(

e
aT

2n + 1
)

−1
. (1.5)

Лемма 1.2. Пусть n > 2 и выполнено

(

eaT + 1
)

−1
< X0 <

(

e
−

aT

2(n−1) + 1
)

−1
. (1.6)

Тогда функция S(vn, X0) имеет стационарную точку v∗
n
= (τ ∗1 , . . . , τ

∗

n
;X0, x

∗

1, . . . , x
∗

n−1) та-

кую, что

τ ∗1 =
T

2n− 1
+

2n− 2

a(2n− 1)
ln

1−X0

X0

, τ ∗2 = . . . = τ ∗
n
= τ ∗ =

2

2n− 1

(

T−
1

a
ln

1−X0

X0

)

, (1.7)

x∗

1 = . . . = x∗

n−1 =
(

e
aτ

∗

2 + 1
)

−1
. (1.8)

Замечание 1.1. Неравенство X0 >
(

e
aT

2n + 1
)

−1
в лемме 1.1 обеспечивает условие X0 > x∗

0.

Если выполнено (1.6), то τ ∗1 > 0 и τ ∗ > 0 в лемме 1.2.

Найдем значения функций S(Vn, X0) и S(vn, X0) в данных стационарных точках:

S(V ∗

n
, X0) = X0 +

n
(

e
aT

2n − 1
)

e
aT

2n + 1
, n > 1, (1.9)

S(v∗
n
, X0) =

nAn − n+ 1

An + 1
, где An =

(

X0e
aT

1−X0

)
1

2n−1

, n > 2. (1.10)

Для фиксированного n > 1 определим множество

∆n(T )
.
=
{

Vn : Vn ∈ [0, T ]n × [0, X0]× . . .× [0, Xn−1], τ1 + . . .+ τn = T
}

.

Предполагаем, что X0 ∈ [0, 1], тогда xk ∈ [0, Xk] ⊆ [0, 1], k = 0, 1, . . . , n − 1, поэтому

множество ∆n(T ) компактно и является подмножеством [0, T ]n × [0, 1]n.

Покажем, что существуют три различных способа оптимального извлечения ресурса,

в зависимости от начального размера популяции X0 ∈ [0, 1].

Теорема 1.1. Пусть n > 2. Справедливы следующие утверждения.

(1) Если X0 >
(

e
aT

2n + 1
)

−1
, то наибольшее значение функции S(Vn, X0) равно S(V ∗

n
, X0)

и достигается в точке (V ∗

n
, X0), заданной (1.5).

(2) Если
(

eaT + 1
)

−1
< X0 <

(

e
aT

2n + 1
)

−1
, то наибольшее значение функции S(Vn, X0)

равно S(v∗
n
, X0) и достигается при x∗

0 = X0 в точке (v∗
n
, X0), заданной (1.7), (1.8).

(3) Если X0 6
(

eaT + 1
)

−1
, то наибольшее значение функции S(Vn, X0) равно ϕ(T,X0),

оно достигается при τ ∗1 = T , x∗

0 = X0.



410 Задача оптимизации дохода

Замечание 1.2. Пусть n = 1. Тогда ∆1(T ) =
{

V1 : V1 = (T, x0), x0 ∈ [0, X0]
}

,

S(V1, X0) = X0 +
x0

(1− x0)e−aT + x0

− x0.

Рассматривая S(V1, X0) как функцию переменной x0 на отрезке [0, X0], получаем, что воз-

можны следующие случаи.

1. Если X0 >
(

e
aT

2 +1
)

−1
, то максимум данной функции равен S(V ∗

1 , X
∗

0 ) = X0 +
e

aT

2 − 1

e
aT

2 + 1
и достигается при V ∗

1 = (T, x∗

0), где x∗

0 =
(

e
aT

2 + 1
)

−1
.

2. Если X0 <
(

e
aT

2 + 1
)

−1
, то максимум S(V1, X0) равен

S(V ∗

1 , X0) =
X0

(1−X0)e−aT +X0

= ϕ(T,X0), где V ∗

1 = (T,X0).

Следствием теоремы 1.1 является утверждение о максимальном доходе D(Un, X0) от

сбора ресурса на отрезке [0, T ].

Теорема 1.2. Пусть n > 2. Справедливы следующие утверждения.

(1) Если X0 >
(

e
aT

2n + 1
)

−1
, то наибольший доход от сбора ресурса равен S(V ∗

n
, X0)

и достигается при

t∗
k
=

kT

n
, u∗

0 = 1−
x0

X0

, u∗

k
= 1− e−

aT

2n , k = 1, . . . , n− 1.

(2) Если
(

eaT + 1
)

−1
6 X0 <

(

e
aT

2n + 1
)

−1
, то наибольший доход от сбора ресурса равен

S(v∗
n
, X0) и достигается при t∗

k
= τ ∗1 + (k − 1)τ ∗, k = 1, . . . , n,

u∗

0 = 0, u∗

k
= 1− e−

aτ
∗

2 , k = 1, . . . , n− 1.

(3) Если X0 <
(

eaT +1
)

−1
, наибольший доход от сбора ресурса равен ϕ(T,X0), он дости-

гается при

τ ∗1 = T, τ ∗2 = . . . = τ ∗
n
= 0, u∗

0 = . . . = u∗

n−1 = 0.

Таким образом, оптимальный режим эксплуатации популяции зависит от начального ко-

личества ресурса. Если X0 >
(

e
aT

2n +1
)

−1
, то для достижения наибольшего дохода D(Un, X0)

необходимо делить отрезок [0, T ] на одинаковые временные промежутки. Для значений X0

из второго пункта теоремы длина первого промежутка отличается от остальных и извлече-

ние ресурса в момент t0 = 0 не производится. При X0 <
(

eaT + 1
)

−1
извлечение ресурса

происходит только на конце отрезка.

§ 2. Примеры построения различных режимов эксплуатации популяции

Рассмотрим задачу максимизации дохода от сбора возобновляемого ресурса на проме-

жутке времени [0, T ], где T = 5 ln 2. Предполагаем, что между моментами извлечения про-

цесс восстановления популяции описывается логистическим уравнением (0.1) при a = 4,
а количество моментов извлечения n = 5. Сравним различные режимы сбора в зависимости

от начального размера популяции X0 и вычислим наибольший доход для каждого случая.
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Пример 2.1. Предположим, что для начального количества ресурса выполнено неравен-

ство X0 >
(

e
aT

2n + 1
)

−1
= 0.2. В силу теоремы 1.1 для достижения наибольшего дохода

необходимо производить изъятие ресурса через равные интервалы времени длительностью

τk ≈ 0.6931, k = 1, . . . , 5, между моментами сбора (рис. 1). Возьмем X0 = 0.5. В нуле-

вой момент времени извлекается доля ресурса u∗

0 = 0.6, в результате чего численность

популяции снижается до уровня x∗

0 = 0.2. Затем происходит восстановление популяции

до значения X1 = 0.8, а в момент τ ∗1 снова производится сбор части ресурса. Последующая

эксплуатация осуществляется в периодическом режиме: на каждом промежутке [t∗
k
, t∗

k+1)
численность популяции увеличивается от x∗

k
= 0.2 до Xk+1 = 0.8, k = 1, . . . , 4, после чего

ресурс частично изымается. В момент t∗5 = T ресурс извлекается полностью. Максималь-

ный суммарный доход от сбора составляет S(V ∗

5 , X0) = 3.5 и достигается при управлениях

u∗

0 = 0.6, u∗

k
= 0.75, k = 1, . . . , 4, u∗

5 = 1.

0.2

0.4

0.6

0.8

1

X0

X1 X2 X3 X4 X5

x∗0 x∗1 x∗2 x∗3 x∗4

0 τ∗1 τ∗2 τ∗3 τ∗4 τ∗5

Рис. 1. Динамика численности популяции при начальном количестве X0 = 0.5 и режиме

сборе ресурса, описанном в примере 2.1

Пример 2.2. Пусть X0 = 0.05 (такое начальное количество ресурса удовлетворяет второму

условию теоремы 1.1). Здесь оптимальным режимом сбора ресурса является режим, при

котором длительность интервалов изъятия зависит от начального размера популяции X0.

В данном случае в нулевой момент времени изъятие ресурса не производится (рис. 2, а).

Поскольку мгновенное изъятие отсутствует, популяция растет до уровня X1 ≈ 0.7709, кото-

рый достигается к моменту τ ∗1 ≈ 1.0394, определяемому соотношением (1.7). В момент τ ∗1
производится изъятие части ресурса до значения x∗

1 ≈ 0.2291, необходимого для дальней-

шего восстановления. Последующая эксплуатация осуществляется в периодическом режи-

ме с равными и более короткими, чем первый, временными интервалами длительностью

τ ∗ ≈ 0.6066 между моментами сбора: на каждом промежутке [t∗
k
, t∗

k+1) численность попу-

ляции увеличивается от x∗

k
≈ 0.2291 до Xk+1 ≈ 0.7709, k = 1, . . . , 4, после чего ресурс

частично изымается. В последний момент t∗5 = T ресурс извлекается полностью. Суммар-

ный доход при описанном режиме сбора составляет S(v∗5, X0) ≈ 2.9377 и достигается при

управлениях u∗

0 = 0, u∗

k
≈ 0.7027, k = 1, . . . , 4, u∗

5 = 1.

Если X0 = 0.15, то первый сбор производится в момент τ ∗1 ≈ 0.7705, остальные —

с шагом τ ∗ ≈ 0.6738. В этом случае суммарный доход составляет S(v∗5, X0) ≈ 3.1436 и до-

стигается при управлениях u∗

0 = 0, u∗

k
≈ 0.7401, k = 1, . . . , 4, u∗

5 = 1.
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Рис. 2. Динамика численности популяции при различных начальных объемах популяции X0

и режиме эксплуатации, описанном в примере 2.2: а) при X0 = 0.05 первый сбор произво-

дится в момент τ ∗1 ≈ 1.0394, остальные — с шагом τ ∗ ≈ 0.6066; б) при X0 = 0.15 первый

сбор производится в момент τ ∗1 ≈ 0.7705, остальные — с шагом τ ∗ ≈ 0.6738

§ 3. Доказательство теоремы 1.1

Для доказательства теоремы 1.1 понадобятся вспомогательные утверждения.

Рассмотрим последовательности
{

S(V ∗

n
, X0)

}

∞

n=1
,
{

S(v∗
n
, X0)

}

∞

n=2
, заданные (1.9) и (1.10)

соответственно.

Лемма 3.1. Пусть X0 >
(

e
aT

2n +1
)

−1
. Последовательность

{

S(V ∗

n
, X0)

}

∞

n=1
возрастающая и

lim
n→∞

S(V ∗

n
, X0) = X0 +

aT

4
.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1 работы [13].
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Лемма 3.2. Пусть
(

eaT+1
)

−1
< X0 6

(

e
−

aT

2(n−1) +1
)

−1
. Последовательность

{

S(v∗
n
, X0)

}

∞

n=2

возрастающая и

lim
n→∞

S(v∗
n
, X0) =

1

4

(

2 + aT − ln
1−X0

X0

)

. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

S(x)
.
=

x(A(x)− 1) + 1

A(x) + 1
, где A(x) =

(

X0e
aT

1−X0

)
1

2x−1

, x > 1.

Найдем

S ′(x) =

(

A2(x)− 1−
2A(x)

2x− 1

(

aT + ln
X0

1−X0

)

)

(

A(x) + 1
)

−2
.

После некоторых вычислений получаем, что неравенство S ′(x) > 0 при X0 >
(

eaT + 1
)

−1

равносильно

sh y > y, где y =
1

2x− 1

(

aT + ln
X0

1−X0

)

> 0.

Таким образом, функция S(x) возрастает в интервале (1,+∞), поэтому последовательность
{

S(v∗
n
, X0)

}

∞

n=2
возрастающая.

Отметим, что

lim
n→∞

n(An − 1) = lim
n→∞

n

(

e
1

2n−1

(

aT+ln
X0

1−X0

)

− 1

)

=
1

2

(

aT + ln
X0

1−X0

)

.

Отсюда, учитывая, что lim
n→∞

An = 1, получаем (3.1). �

Лемма 3.3. Пусть n > 2,
(

e
aT

2n + 1
)

−1
6 X0 6

(

e
−

aT

2(n−1) + 1
)

−1
. Тогда

S(V ∗

n
, X0) > S(v∗

n
, X0), n > 2. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим qn = Ane
−

aT

2n , тогда X0 =
q2n−1
n

αn + q2n−1
n

. При значени-

ях X0, указанных в условии леммы, выполнено 1 6 qn 6 e
aT

2n(n−1) . Перепишем (3.2) в виде

q2n−1
n

e
aT

2n + q2n−1
n

+
n
(

e
aT

2n − 1
)

e
aT

2n + 1
>

ne
aT

2n qn − n + 1

e
aT

2n qn + 1
.

После упрощения получаем

(

e
aT

2n − 2n+ 1
)

q2n
n

+ 2nq2n−1

n
− 2ne

aT

2n qn + 2ne
aT

2n − e
aT

2n − 1 > 0. (3.3)

Рассмотрим функцию

L(q) =
(

e
aT

2n − 2n+ 1
)

q2n + 2nq2n−1 − 2ne
aT

2n q + 2ne
aT

2n − e
aT

2n − 1, q > 0.

Отметим, что L(1) = L′(1) = 0. Предположим, что при заданном n ∈ N выполнено 2 6 n <

<
1

2
(e

aT

2n + 1); тогда

L′′(q) = 2n(2n− 1)
(

e
aT

2n − 2n+ 1
)

q2n−2 + 2n(2n− 1)(2n− 2)q2n−3 > 0
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для всех q > 0 и L′(q) является возрастающей функцией. Следовательно, L′(q) < 0 при

q < 1 и L′(q) > 0 при q > 1. Получаем, что L(q) убывает в (0, 1), L(1) = 0 и L(q) возрастает

в (1,+∞). Таким образом, L(q) > 0 при всех q > 1. Это и означает, что выполнено (3.3).

Если n =
1

2
(e

aT

2n + 1), то поведение функции L(q) исследуется таким же образом.

Предположим, что n >
1

2
(e

aT

2n + 1). Здесь L′′(q) > 0 при q <
2n− 2

2n− e
aT

2n − 1

.
= q0, где

q0 > 1. Следовательно, в окрестности точки q = 1 функция L(q) ведет себя так же, как

в предыдущем случае. Но L(q) → −∞ при q → +∞, поэтому уравнение L(q) = 0 имеет

корень q∗ > 1, причем этот корень единственный на (1,+∞), поскольку у функции L(q)

только одна точка перегиба. После некоторых вычислений получаем, что L
(

e
aT

2n(n−1)

)

> 0,

поэтому L(q) > 0 при всех 1 6 q < e
aT

2n(n−1) . Таким образом, (3.2) справедливо при всех X0,

указанных в условии леммы. �

Следующее утверждение доказывается аналогично лемме 3.3.

Лемма 3.4. Пусть n > 2,
(

e
aT

2(k−1) + 1
)

−1
6 X0 6

(

e
aT

2k + 1
)

−1
, k = 2, . . . , n. Тогда

S(v∗
k
, X0) > S(V ∗

k−1, X0), k = 2, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.1. Пусть X0 >
(

e
aT

2n + 1
)

−1
. Покажем, что точка

(V ∗

n
, X0) является точкой максимума функции S(Vn, X0) на множестве ∆n(T ). Отметим,

что (V ∗

n
, X0) — внутренняя стационарная точка ограниченного множества ∆n(T ) (это сле-

дует из неравенства x∗ < ϕ(τ ∗, x∗)). Покажем, что значение функции в этой точке больше

максимального значения на границе ∆n(T ).
Рассмотрим части границы ∆n(T ), заданные равенствами τk = 0, k = 1, . . . , n. Здесь ко-

личество извлечений ресурса равно n−1, поэтому данные множества имеют стационарную

точку (V ∗

n−1, X0), для которой в силу леммы 3.1 выполнено S(V ∗

n
, X0) > S(V ∗

n−1, X0). Те-

перь рассмотрим части границы ∆n(T ), заданные равенствами τk = T , k = 1, . . . , n. На этих

множествах извлечение ресурса производилось только при t = 0 и t = T , наибольший доход

здесь равен S(V ∗

1 , X0) < S(V ∗

n
, X0).

Далее исследуем части границы ∆n(T ), для которых xk = 0 при некотором k = 0, 1, . . . ,
. . . , n − 1. Здесь получаем Xk+1 = . . . = Xn = 0, то есть извлечение ресурса происходит

только на отрезке [0, Tk], где Tk = τ1+ . . .+ τk 6 T . Значение дохода в стационарных точках

данных множеств равно

X0 +
k
(

e
aTk

2k − 1
)

e
aTk

2k + 1
6 S(V ∗

k
, X0) < S(V ∗

n
, X0).

На следующей части границы выполнено x0 = X0, то есть извлечение ресурса в мо-

мент t0 = 0 не производилось. Доход в этом случае определяется функцией S(vn, X0), за-

данной (1.4). В силу леммы 3.3 для
(

e
aT

2n + 1
)

−1
6 X0 6

(

e
−

aT

2(n−1) + 1
)

−1
выполнено (3.2).

Если X0 >
(

e
−

aT

2(n−1) + 1
)

−1
, то функция S(vn, X0) не имеет стационарной точки на дан-

ной части границы. Аналогично показываем, что на других частях границы ∆n(T ) в силу

лемм 3.1 и 3.2 значения функции S(Vn, X0) меньше S(V ∗

n
, X0).

Пусть
(

eaT +1
)

−1
6 X0 <

(

e
aT

2n +1
)

−1
. Тогда (V ∗

n
, X0) не содержится в множестве ∆n(T ),

поэтому наибольшее значение дохода будет достигаться на границе ∆n(T ), заданной равен-

ством x0 = X0, это значение равно S(v∗
n
, X0). При помощи леммы 3.4 показываем, что

S(v∗
n
, X0) больше, чем значения функции S(Vn, X0) на других частях границы ∆n(T ).
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Если X0 <
(

eaT +1
)

−1
, то функции S(Vk, X0), S(vk, X0), k = 1, . . . , n, не имеют стацио-

нарных точек в множестве ∆n(T ), поэтому наибольший доход получается при однократном

извлечении ресурса при t = T и равен ϕ(T,X0). �
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The problem of optimizing the income from collecting a renewable resource over a finite period

of time
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a renewable resourse.
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We consider a model of population dynamics whose development in the absence of exploitation is given

by a logistic differential equation on the time interval [0, T ]. We assume that n resource extractions occur

over this interval, and at time T the entire remaining resource of this population is extracted. A description

of a controlled system with impulse action is given, which determines the population behavior taking into

account exploitation. The problem of optimizing the income from the collection of a renewable resource

is investigated. Optimal values have been obtained for the moments and shares of resource extraction,

which we consider as controls for achieving the highest income. It is shown that the optimal exploitation

mode depends significantly on the initial amount of the resource X0 and has a more complex structure

than in the situation when the time intervals between neighboring extractions are constant. In particular,

when X0 is sufficiently small, some time is required to restore the amount of the resource, during which

it is advisable not to extract.
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