
ВЕСТНИК УДМУРТСКОГО УНИВЕРСИТЕТА. МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ

МАТЕМАТИКА 2026. Т. 36. Вып. 3. С. 474–485.

УДК 517.925.5

© И. Н. Сергеев

ШАРОВЫЕ И РАДИАЛЬНЫЕ, СИЛЬНЫЕ И СЛАБЫЕ ОСЦИЛЛЯЦИОННЫЕ
СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Для произвольной дифференциальной системы первого порядка с нулевым решением рассматрива-

ются ее различные осцилляционные свойства: блуждаемость, колеблемость, вращаемость и неблуж-

даемость, неколеблемость, невращаемость. Изучаются стандартные шаровые и сильные их вариан-

ты, а также радиальные и слабые их разновидности. Для этих свойств не только приведены ранее

известные факты, но и получены некоторые новые результаты, описывающие их многочисленные

логические взаимосвязи, а также примеры, демонстрирующие отсутствие конкретных других связей

между ними.

Ключевые слова: дифференциальная система, осцилляционные свойства, шаровые и радиальные

свойства, сильные и слабые свойства, блуждаемость, колеблемость, вращаемость.

DOI: 10.35634/vm260308

Введение

В исследовании качественной динамической картины, порождаемой дифференциальной

системой или дифференциальным уравнением, важнейшую роль играют не только стабиль-

ностные свойства устойчивости и неустойчивости, связанные с показателями Ляпунова

и Перрона ее решений, начинающихся близко к нулю [1,2], но и различные их осцилляцион-

ные свойства: блуждаемость, колеблемость, вращаемость, а также неблуждаемость, неко-

леблемость, невращаемость [3–10]. Эти свойства решений, описываемые разнообразными

числовыми характеристиками, вызвали значительный исследовательский интерес у многих

авторов: см., например, работы [11–19].

Стабильностным свойствам дифференциальной системы [1, 2] естественным образом

соответствуют их осцилляционные аналоги [20–23]: шаровые (или, что то же, полные, дей-

ствующие для всех начинающихся достаточно близко к нулю решений), а также сильные

(справедливые сразу при всех достаточно поздних моментах времени). В настоящей рабо-

те рассматриваются еще и некоторые ослабленные их разновидности, а именно: не только

шаровые, но и радиальные (для решений, начинающихся в заданном направлении от ну-

ля), а также не только сильные, но и слабые (верные при отдельных сколь угодно позд-

них моментах) осцилляционные свойства дифференциальной системы (см. ниже определе-

ния 1.1–1.3). Изучаются эти понятия и многочисленные взаимосвязи между ними (см. ниже

теоремы 2.1–2.7), а также приводятся отдельные примеры дифференциальных систем, под-

тверждающие отсутствие конкретных логических связей между рассматриваемыми свой-

ствами (теоремы 2.8–2.12).

§ 1. Основные понятия

Для временно́го луча R+ ≡ [0,+∞) и заданной фазовой области G ⊂ Rn евклидового

пространства Rn, где n ∈ N и 0 ∈ G, рассмотрим дифференциальную систему вида

ẋ = f(t, x), f(t, 0) = 0, t ∈ R+, x ∈ G, f, f ′

x ∈ C(R+ ×G,Rn), (1.1)

с нулевым решением x(·) = 0, определенным на всем луче R+. Будем обозначать через

xf (·, x0) непродолжаемое решение системы (1.1) с начальным значением xf (0, x0) = x0,
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определенное однозначно в силу гладкости правой части системы. Также будем допускать

(см. теорему 2.12 ниже) ослабленную гладкость в нуле, состоящую лишь в локальной лип-

шицевости правой части системы (1.1) по x (что, тем не менее, обеспечивает существование

и единственность решения задачи Коши). Кроме того, введем обозначения

R
n
∗
≡ R

n \ {0}, G∗ ≡ G \ {0}, Bδ ≡ {x0 ∈ R
n
∗
| |x0| 6 δ}, Sδ ≡ {x0 ∈ R

n | |x0| = δ}.

Прежде всего, дадим определения разнообразных осцилляционных функционалов и свойств

системы (1.1), восходящих к работе [8].

Определение 1.1. Для отрезка X ≡ [0, t] ⊂ R+ (t > 0) и произвольной непрерывно диф-

ференцируемой вектор-функции v : X → Rn
∗

определим значения Φκ(t, v) следующих ос-

цилляционных функционалов при ассоциированном индексе κ = ρ, ν, θ (если функция v
определена не на всем отрезке X , то считаем значение Φκ(t, v) неопределенным):

(1) функционал блуждаемости

Φρ(t, v) ≡ inf
L∈AutRn

1

t
P(t, Lv), P(t, v) ≡

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

d

dτ

v(τ)

|v(τ)|

∣

∣

∣

∣

dτ,

равный минимизированному (здесь и ниже — по L) среднему от вариации следа

P(t, Lv) функции Lv на единичной сфере S1 за время t;

(2) функционал колеблемости

Φν(t, v) ≡ inf
L∈AutRn

π

t
N(t, P1Lv),

равный минимизированному нормализованному (множителем π) среднему числу нулей

N(t, P1Lv) функции P1Lv на промежутке (0, t] (неопределенному, если хотя бы один

из нулей на отрезке [0, t] кратен), где P1 — проектор на фиксированную прямую в Rn;

(3) функционал вращаемости

Φθ(t, v) ≡ inf
L∈AutRn

1

t
|Θ(t, P2Lv)| (1.2)

равный минимизированной средней угловой скорости вектора P2Lv(τ) за время t,
где Θ(t, P2Lv) — непрерывный по t ориентированный угол между вектором P2Lv(t)
и начальным вектором P2Lv(0) (если P2Lv(τ) = 0 хотя бы для одного τ ∈ [0, t],
то считаем этот угол неопределенным), а P2 — проектор на фиксированную двумер-

ную плоскость в Rn (ниже при работе с функционалом вращаемости по умолчанию

считаем, что n > 1).

Ранее [20] по умолчанию рассматривались в основном лишь сильные и шаровые (они же

полные) осцилляционные свойства дифференциальной системы. Эти же понятия мы далее

дополняем их слабыми и различными радиальными [21] разновидностями.

Определение 1.2. Скажем, что система (1.1) обладает следующим сильным или, соот-

ветственно, слабым шаровым осцилляционным свойством при ассоциированном индексе

κ = ρ, ν, θ:

(4) блуждаемостью, колеблемостью, вращаемостью, соответственно, если

κ
•(f) ≡ lim

t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) > 0,

κ
◦(f) ≡ lim

t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) > 0;
(1.3)
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(5) неблуждаемостью, неколеблемостью, невращаемостью (то есть аналогичным про-

тивоположным свойством), соответственно, если

κ
•(f) ≡ lim

t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) = 0,

κ
◦(f) ≡ lim

t→+∞

lim
x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) = 0.
(1.4)

Определение 1.3. Скажем, что система (1.1) обладает сильным или, соответственно, сла-

бым осцилляционным свойством при заданном векторе u ∈ S1, а именно, лучевым — для

луча qu = ru ≡ {x0(c) = cu | c > 0}, узким — хотя бы для одной кривой qu, заданной

непрерывно дифференцируемым отображением 0 < c 7→ x0(c) ∈ Sc и имеющей в нулевой

(своей предельной концевой) точке производную x′

0(+0) = u, или широким — для любой

кривой qu, при ассоциированном индексе κ = ρ, ν, θ:

(6) u-радиальной блуждаемостью, колеблемостью, вращаемостью, соответственно, если

κ
•

qu
(f) ≡ lim

t→+∞

lim
qu∋x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) > 0,

κ
◦

qu
(f) ≡ lim

t→+∞

lim
qu∋x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) > 0;
(1.5)

(7) u-радиальной неблуждаемостью, неколеблемостью, невращаемостью, соответствен-

но, если

κ
•

qu
(f) ≡ lim

t→+∞

lim
qu∋x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) = 0,

κ
◦

qu
(f) ≡ lim

t→+∞

lim
qu∋x0→0

Φκ(t, xf (·, x0)) = 0;
(1.6)

(8) общерадиальным осцилляционным свойством, если она обладает этим u-радиальным

свойством для каждого u ∈ S1.

§ 2. Формулировки теорем

Сформулируем теоремы, относящиеся к различным понятиям из определений 1.1–1.3.

Сначала перечислим для них утверждения общего характера, а также опишем логические

взаимосвязи между этими понятиями. Затем приведем примеры, демонстрирующие отсут-

ствие некоторых конкретных аналогичных предполагаемых взаимосвязей.

2.1. Общие утверждения

Дадим более подробное качественное описание понятий из определений 1.1–1.3.

Теорема 2.1. Cистема (1.1) обладает осцилляционным:

(a) сильным шаровым свойством: блуждаемостью, колеблемостью, вращаемостью или

неблуждаемостью, неколеблемостью, невращаемостью — тогда и только тогда, ко-

гда для некоторого или, соответственно, для любого ε > 0 при некотором T > 0 для

каждого t > T при достаточно малом δ > 0 для всех x0 ∈ Bδ выполнено неравенство

Φκ(t, xf( · , x0)) > ε или, соответственно, Φκ(t, xf ( · , x0)) 6 ε;

(b) тем же слабым шаровым свойством — тогда и только тогда, когда требование

выше выполнено, возможно, не при некотором T > 0 для каждого t > T , но при

каждом T > 0 хотя бы для одного t > T ;
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(c) тем же (сильным или слабым) u-радиальным для заданного u ∈ S1 лучевым, узким

или широким свойством — тогда и только тогда, когда требование выше (соответ-

ствующее) выполнено, возможно, не для всех x0 ∈ Bδ , но хотя бы при всех x0 ∈ Bδ∩qu
для луча qu = lu, для некоторой или, соответственно, любой кривой qu.

Следующие 5 теорем раскрывают конкретные логические взаимосвязи между рассмат-

риваемыми свойствами.

Теорема 2.2. Любое осцилляционное сильное или слабое лучевое, узкое или широкое об-

щерадиальное свойство системы (1.1) вытекает из ее одноименного шарового свойства

и влечет за собой ее одноименное u-радиальное свойство для каждого u ∈ S1.

Теорема 2.3. Любое осцилляционное радиальное сильное или слабое лучевое свойство си-

стемы (1.1) вытекает из ее одноименного широкого свойства и влечет за собой ее одно-

именное узкое свойство.

Теорема 2.4. Если система (1.1) обладает каким-либо осцилляционным шаровым или ради-

альным сильным свойством, то она обладает и одноименным слабым свойством, но не об-

ладает противоположным ни сильным, ни слабым свойством.

Теорема 2.5. Система (1.1) обладает шаровой или радиальной сильной или слабой блуж-

даемостью (неблуждаемостью) тогда и только тогда, когда она обладает одноименной

колеблемостью (соответственно, неколеблемостью).

Теорема 2.6. Если система (1.1) обладает шаровой или радиальной сильной или слабой:

(d) вращаемостью, то и одноименной блуждаемостью и колеблемостью;

(e) неблуждаемостью или неколеблемостью, то и одноименной невращаемостью.

Следующая теорема показывает, что двумерная система либо обладает сразу сильной

(или слабой) шаровой вращаемостью, либо не обладает даже такой же узкой радиальной

вращаемостью ни для одного единичного вектора.

Теорема 2.7. При n = 2 для любой системы (1.1), каждого вектора u ∈ S1 и каждой

кривой qu имеют место равенства

θ•(f) = θ•qu(f), θ◦(f) = θ◦qu(f), θ
•

(f) = θ
•

qu
(f), θ

◦

(f) = θ
◦

qu
(f),

а если эта система обладает для хотя бы одного u ∈ S1 u-радиальной сильной или сла-

бой хотя бы узкой вращаемостью или невращаемостью, то она обладает и одноименным

шаровым свойством.

2.2. Частные примеры

При отсутствии сильных осцилляционных свойств могут иметь место их слабые вари-

анты, которые, в отличие от сильных, к тому же совместимы со своими противоположными

свойствами.

Теорема 2.8. При n = 2 существует линейная система (1.1), не обладающая никакими

ни шаровыми, ни u-радиальными для каждого u ∈ S1 сильными осцилляционными свой-

ствами, но обладающая сразу всеми перечисленными слабыми свойствами.

Следующие 2 теоремы показывают, что радиальные свойства системы могут как отсут-

ствовать практически все сразу, так и наоборот, быть внешне противоречивыми.
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Теорема 2.9. При n = 2 существует периодическая система (1.1), не обладающая ника-

кими ни шаровыми, ни общерадиальными ни сильными, ни слабыми ни блуждаемостью,

ни колеблемостью, ни вращаемостью и ни неблуждаемостью, ни неколеблемостью, но об-

ладающая шаровой сильной невращаемостью.

Теорема 2.10. При n = 2 существует периодическая система (1.1), обладающая одновре-

менно сильными и слабыми u-радиальными для данного u ∈ S1 лучевыми блуждаемостью

и колеблемостью, а также узкими неблуждаемостью и неколеблемостью.

Общерадиальные осцилляционные свойства могут иметь место даже при отсутствии

шаровых свойств.

Теорема 2.11. При n = 2 существует периодическая система (1.1), обладающая одновре-

менно общерадиальными лучевыми сильными и слабыми блуждаемостью и колеблемостью

или, наоборот, неблуждаемостью и неколеблемостью, но не обладающая ни одним из од-

ноименных шаровых свойств.

Ослабив локальную гладкость системы в точке x = 0, можно добиться отсутствия у нее

всех вообще осцилляционных свойств (пополнив их набор из теоремы 2.9).

Теорема 2.12. При n = 2 существует автономная система (1.1) с ослабленной гладкостью

в нуле, не обладающая никакими ни сильными, ни слабыми ни шаровыми, ни радиальными

(ни для какого единичного вектора) осцилляционными свойствами.

§ 3. Доказательства теорем

Докажем все сформулированные выше теоремы подряд, причем некоторые из них для

удобства объединим в небольшие группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 2.1–2.3. Справедливость этих теорем выводится непо-

средственно из определений 1.1–1.3, причем теорема 2.1 получается прямой математиче-

ской расшифровкой формул (1.3)–(1.6). �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.4. Наименьшая из левых частей соотношений (1.3)

и (1.4) совпадает с левой частью κ•(f) первого неравенства (1.3), а наибольшая — с левой

частью κ•(f) первого равенства (1.4). Поэтому справедливость теоремы 2.4 основывается

на следующих наблюдениях.

1. Выполнение неравенства κ•(f) > 0, соответствующего сильному (шаровому) свойству

блуждаемости, колеблемости или вращаемости, влечет за собой положительность левых ча-

стей всех условий (1.3), (1.4), то есть наличие одноименного слабого свойства и отсутствие

противоположных сильных и слабых свойств.

2. Выполнение равенства κ•(f) = 0, соответствующего сильному свойству неблуждае-

мости, неколеблемости или невращаемости, влечет за собой равенство нулю левых частей

всех условий (1.3), (1.4), то есть наличие одноименного слабого свойства и отсутствие

противоположных сильных и слабых свойств.

Аналогичное рассуждение справедливо и для u-радиального осцилляционного свойства

при произвольном u ∈ S1 и любой кривой qu, поскольку наименьшая из левых частей со-

отношений (1.5) и (1.6) совпадает с левой частью κ
•

qu
(f) первого неравенства (1.5), а наи-

большая — с левой частью κ
•

qu
(f) первого равенства (1.6). �
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 2.5 и 2.6. Для любых t > 0 и x0 ∈ G∗ верна цепочка

соотношений

Φθ(t, xf (·, x0))−
π

t
6 Φν(t, xf (·, x0)) = Φρ(t, xf(·, x0)),

доказанная фактически в работах [5,7]. Поэтому левые части каждого из условий (1.3)–(1.6)

в отдельности совпадают при κ = ρ и κ = ν, а значит, они могут быть положительными

или, соответственно, равными нулю только одновременно, что и подтверждает справед-

ливость теоремы 2.5. Более того, их положительность вытекает из положительности при

κ = θ, а их равенство нулю влечет за собой равенство нулю и при κ = θ, чего по существу

и достаточно для обоснования справедливости теоремы 2.6. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.7. Заметим, что в формулах (1.3)–(1.6) верхний

предел при x0 → 0 после сужения этого условия до qu ∋ x0 → 0 заведомо не увеличит-

ся, а нижний предел — не уменьшится. Поэтому для системы (1.1) верны односторонние

оценки

θ
•

(f) > θ
•

qu
(f), θ

◦

(f) > θ
◦

qu
(f), θ•(f) 6 θ•qu(f), θ◦(f) 6 θ◦qu(f). (3.1)

Докажем справедливость аналогичных обратных оценок при n = 2.

1. Пусть первое или второе из неравенств (3.1) — строгое, то есть при некотором ма-

лом α > 0 выполнено соответствующее неравенство

θ
•

(f) > θ
•

qu
(f) + 5α или θ

◦

(f) > θ
◦

qu
(f) + 5α,

из которого, с учетом свойств нижнего или верхнего предела при t → +∞ в соответствую-

щих этим показателям формулах (1.4) и (1.6), для некоторой неограниченно возрастающей

последовательности 0 < t1 < t2 < . . . имеем оценки

lim
x0→0

Φθ(tk, xf (·, x0)) > lim
qu∋x0→0

Φθ(tk, xf(·, x0)) + 3α, k ∈ N. (3.2)

Фиксируем такое k ∈ N, что αtk > 4π, и такое x1 ∈ qu, что все точки x0, принадлежащие

дуге qx1

u ⊂ qu, определяемой условием |x0| 6 |x1|, лежат в одной фазовой полуплоскости

относительно точки 0 и удовлетворяют оценке

Φθ(tk, xf(·, x0)) 6 lim
qu∋y0→0

Φθ(tk, xf(·, y0)) + α, x0 ∈ qx1

u . (3.3)

Используя непрерывную на всем отрезке [0, tk] зависимость решения от начального значе-

ния x0 в точке x0 = 0, выберем такое β > 0, что

sup
x0∈Bβ , τ∈[0,tk]

|xf (τ, x0)| < γ ≡ min
τ∈[0,tk]

|xf (τ, x1)|, (3.4)

откуда следует, что любое решение системы (1.1), начинающееся в точке x2 ∈ Bβ \ qu,
ни в какой момент τ ∈ [0, tk] не покидает γ-трубку нулевого решения и не попадает на кри-

вую K(τ, 0)qx1

u (где K — оператор Коши системы), начинающуюся в точке 0 и кончающуюся

в точке xf (τ, x1) /∈ Bβ. Поэтому для значения функционала (1.2) от любого такого решения

имеем

|Θ(tk, P2Lxf (·, x2))| 6 tk max
x0∈q

x1
u

|Θ(tk, Lxf (·, x0))|+ 3π, L ∈ AutRn,

откуда с помощью точной нижней грани по L получаем

Φθ(tk, xf(·, x2)) 6 sup
x0∈q

x1
u

|Φθ(tk, xf(·, x0))|+ α 6 lim
qu∋x0→0

Φθ(tk, xf (·, x0)) + 2α, x2 ∈ Bβ \ qu,

а, с учетом более сильного неравенства (3.3), выводим противоречие оценке (3.2), что опро-

вергает сделанное в начале настоящего пункта предположение.
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2. Пусть третье или четвертое из неравенств (3.1) — строгое, то есть при некотором α > 0
выполнено соответствующее неравенство

θ•(f) < θ•qu(f)− 5α или θ◦(f) < θ◦qu(f)− 5α,

Тогда, рассуждая аналогично предыдущему пункту настоящего доказательства, для некото-

рого значения tk > 0 имеем αtk > 4π и

lim
x0→0

Φθ(tk, xf(·, x0)) < lim
qu∋x0→0

Φθ(tk, xf(·, x0))− 3α. (3.5)

Выберем такое x1 ∈ qu, что дуга qx1

u ⊂ qu лежит в одной фазовой полуплоскости относи-

тельно точки 0 и удовлетворяет оценке

Φθ(tk, xf (·, x0)) > lim
qu∋x0→0

Φθ(tk, xf (·, x0))− α, x0 ∈ qx1

u , (3.6)

а затем выберем β > 0, для которого выполнено условие (3.4), и получим

Φθ(tk, xf (·, x2)) > inf
x0∈q

x1
u

Φθ(tk, xf (·, x0))− α > lim
qu∋x0→0

Φθ(tk, xf(·, x0))− 2α, x2 ∈ Bβ \ qu,

что, с учетом неравенства (3.6), противоречит оценке (3.5) и опровергает сделанное в начале

настоящего пункта предположение, завершая доказательство теоремы 2.7. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.8. Рассмотрим линейную систему (1.1) (см. [22])

вида

ẋ = f(t, x) ≡ ζ(t) · Jx, J ≡

(

0 −1
1 0

)

, x ≡

(

x1

x2

)

∈ G ≡ R
2, (3.7)

задающую в фазовой плоскости при каждом t ∈ R+ вращение вокруг нуля с непрерывной

(по t) угловой скоростью ζ(t) ∈ [0, 1], удовлетворяющей условиям

ζ(t) =

{

0, t ∈ [tm−1 + 1, tm], m = 2k − 1;

1, t ∈ [tm−1 + 1, tm], m = 2k,
k ∈ N.

Моменты t0 ≡ 0 < 1 < t1 < t1 + 1 < t2 < t2 + 1 < t3 < . . . подберем последовательно так,

чтобы сразу при всех x0 ∈ G∗ и κ = ρ, ν, θ выполнялись условия

Φκ(t2k−1, xf (·, x0)) < 1/k, Φκ(t2k, xf(·, x0)) > 1− 1/k, k ∈ N.

Для полученной системы первые из условий (1.3)–(1.6) не выполнены, а вторые — выпол-

нены, что и подтверждает справедливость теоремы 2.8. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 2.9–2.11. Рассмотрим исходную линейную периодиче-

скую систему вида (3.7) с функцией ζ(t) ≡ π/2 · sin t. Каждое решение этой системы 2π-пе-

риодично и получается поворотами его начального вектора x0 за каждую половину π пери-

ода ровно на половину целого оборота то в одну, то в другую сторону.

1. Возмутим исходную систему 2π-периодически так, чтобы все решения, начинающиеся

в области U1 ⊂ G∗, задаваемой условием |x2| < |x1|, делали за каждую половину периода

чуть меньше пол-оборота, оставаясь 2π-периодичными, а все остальные решения не меня-

лись вовсе. Полученная система удовлетворяет всем требованиям теоремы 2.9: она обладает

сильной шаровой невращаемостью, но не обладает ни сильными, ни слабыми ни шаровыми,

ни общерадиальными ни блуждаемостью, ни колеблемостью, ни вращаемостью, ни неблуж-

даемостью, ни неколеблемостью, поскольку соответствующие этим свойствам требования

при произвольном δ > 0 заведомо не выполнены для решений, начинающихся в области

Bδ ∩ U1 или Bδ \ U 1.
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2. Считая (без ограничения общности), что вектор u ∈ S1 совпадает с базисным векто-

ром e1 ∈ R2, возмутим исходную систему в соответствии с предыдущим пунктом, ана-

логично изменив все решения, но начинающиеся не в области U1, а в области U2 ⊂ G∗,

задаваемой условием 0 < x2 < 2x2
1. Полученная система будет обладать всеми свойствами

из теоремы 2.10: u-радиальными лучевыми сильными (а значит, и слабыми) блуждаемостью

и колеблемостью, а также u-радиальными узкими сильными неблуждаемостью и неколеб-

лемостью для кривой qu, лежащей, к примеру, на параболе x2 = x2
1.

3. Возмутим исходную систему в соответствии с предыдущими пунктами, аналогично из-

менив все решения, начинающиеся в области U3 ⊂ G∗, задаваемой условием x2
1 < x2 < 2x2

1

(или наоборот, в области U ′

3 ≡ G∗ \ U 3). Полученная система обладает всеми свойствами

из теоремы 2.11: действительно, у любого луча ru некоторая достаточно малая полуокрест-

ность точки 0 лежит в области U ′

3, поэтому система обладает общерадиальными лучевыми

сильными блуждаемостью и колеблемостью (или соответственно, наоборот, неблуждаемо-

стью и неколеблемостью), но из-за наличия решений, начинающихся в области U3, система

не обладает никакими шаровыми перечисленными свойствами. �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.12. Рассмотрим (см. также [23]) автономную си-

стему типа (3.7), в которой, правда, функция ζ : R+ → [0, 1] непрерывно зависит не от пе-

ременной t, а от |x| > 0, удовлетворяя равенствам

ζ(r) =

{

0, r = 1/(2k);

1, r = 1/(2k − 1),
k ∈ N,

а ее ограниченность обеспечивает для правой части этой системы локальную липшицие-

вость по x в нуле, причем все окружности (с центром в нуле) радиусом 1/(2k) состоят

из неподвижных точек, а по окружностям радиусом 1/(2k− 1) происходит вращение с еди-

ничной угловой скоростью. Поэтому предъявленная система удовлетворяет всем описан-

ным в теореме 2.12 требованиям. �

Финансирование. Исследования выполнены при финансовой поддержке Министерства на-

уки и высшего образования Российской Федерации в рамках научного проекта № 075-03-

2026-395.
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