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Рассматривается задача о допустимой маршрутизации системы циклов, каждый из которых вклю-
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блюдаться на каждом цикле в процессе перемещений. Условия разрешимости в данной задаче связы-

ваются с экстремумом вспомогательной задачи маршрутизации «на узкие места» без упомянутого

ограничения, в которой используется аппарат широко понимаемого динамического программиро-

вания. Частным случаем постановки является известная задача курьера «на узкие места», кото-

рая, в частности, может использоваться, как представляется, для целей прокладывания маршрутов

транспортного средства (самолет, вертолет), имеющего целью осуществить заданную систему пе-
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Введение
В приложениях, связанных с транспортными задачами, возникает задача об осуществи-

мости заданной системы перевозок между различными пунктами при ресурсных ограниче-

ниях на каждое перемещение. Это может, например, касаться вопросов осуществимости са-

молетом или вертолетом системы перелетов с обязательной реализацией заданной системы

перевозок. При этом приходится учитывать ограничение на запас топлива при выполнении

каждого перелета; какие-то перелеты могут при этом оказаться недопустимыми с точки

зрения данного ограничения. Возникает естественный вопрос: а существует ли маршрут,

пригодный для реализации всех перевозок и, одновременно, допустимый с точки зрения

упомянутых ресурсных ограничений.

Представляется естественным следующий подход к решению: мы «отменяем» ресурс-

ные ограничения и решаем задачу оптимизации маршрутов в рамках схемы «на узкие ме-

ста». При этом показатели, используемые в исходной постановке на этапе соблюдения огра-

ничений, становятся объектами оптимизации. Если при этом экстремум критерия не нару-

шает «допуск» в исходной задаче, то наша основная задача с ресурсными ограничения-

ми разрешима и, находя оптимальное решение для вспомогательной задачи, мы получаем

допустимый маршрут. Если же происходит нарушение «допуска» (экстремумом вспомога-

тельной задачи), то наша исходная задача неразрешима и следует осуществить коррекцию

ее условий: например, предусмотреть использование самолета или вертолета с бо́льшим

запасом топлива.

Мы расматриваем в статье более общую постановку, ориентируясь на применение аппа-

рата широко понимаемого динамического программирования (ДП) в духе [1, гл. 3]. В рам-

ках данной постановки требуется последовательная реализация системы своеобразных цик-

лов, каждый из которых предусматривает посещение мегаполиса и выполнение некоторых
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работ, связанных с данным посещением. При этом по каждому циклу требуется «уложить-

ся» в допуск. Первый вопрос здесь, как и в упомянутой конкретной задаче, состоит в самой

осуществимости реализации циклов при наличии заданных условий предшествования. Как

и в упомянутой частной задаче, для целей решения предлагается отказаться от допусков

и решать задачу оптимизации, включающую в нашем общем случае собственно маршрут

(перестановку индексов), траекторию и точку старта. Получающийся при этом триплет

называем далее маршрутным процессом, следуя [2]. Важно отметить, что особенностью

данной задачи является применение на этапе оптимизации постановки «на узкие места».

Основной метод решения мы связываем с идеями ДП.

Итак, существенный элемент решения во всех случаях связан с задачами экстремальной

маршрутизации с неаддитивным агрегированием затрат. Естественным прототипом этих за-

дач является известная труднорешаемая задача коммивояжера (ЗК); см. [3–11] и др. В этой

связи отметим вариант ЗК в задаче «на узкие места»; см. [12]. Вместе с тем в задачах экс-

тремальной маршрутизации, рассматриваемых в настоящей статье, возникают существен-

ные особенности не только количественного, но и качественного характера. Прежде всего

это касается ограничений; в частности, следует отметить условия предшествования, кото-

рые играют важную роль во многих прикладных задачах с элементами маршрутизации.

В связи с исследованием этих вопросов наряду с [1], отметим [13, 14] (имеется целый ряд

других работ авторов). Мы следуем подходу [13,14] и рассматриваем весьма общую задачу

об оптимальной маршрутизации систем циклов. Данная задача является по смыслу вспомо-

гательной по отношению к постановке о реализации системы циклов в классе маршрутных

процессов с заданным допуском на затраты для каждого цикла. Затем, как частный случай,

исследуется вариант задачи курьера (см. [6–8]) «на узкие места», которая может быть при-

менена, как представляется, для целей прокладывания маршрутов в транспортной авиации.

В этих построениях важную роль играет схема на основе ДП (см. [1, гл. 3], [13, 14]).

§ 1. Общие понятия и обозначения

Ниже используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, пропо-

зициональные связки и др.); через ∅ обозначаем пустое множество,
△= равенство по опре-

делению. Семейством называем множество, все элементы которого суть множества. Если p
и q — объекты, то через {p; q} обозначаем непустое множество, содержащее p, q и не со-

держащее никаких других элементов. Если же m — объект, то в виде {m} △= {m; m} имеем

синглетон, содержащий m : m ∈ {m}. Множества — суть объекты, а потому для всяких

двух объектов y и z обозначаем, следуя [15, с. 67], через (y, z) упорядоченную пару (УП)

с первым элементом y и вторым элементом z: (y, z) △= {{y}; {y; z}} (см. в [15, гл. II, § 3,

теорема 4] основное свойство УП). Если h есть УП (каких-то объектов), то через pr1(h)
и pr2(h) обозначаем соответственно первый и второй элементы h, однозначно определяе-

мые равенством h = (pr1(h), pr2(h)). Если же x, y и z — три объекта, то (x, y, z) △= ((x, y), z)
есть (упорядоченный) триплет с первым элементом x, вторым элементом y и третьим эле-

ментом z. В этой связи напомним, что (см. [16, с. 17]) для всяких трех множеств A, B и C
имеем A×B ×C △= (A×B)×C; при x ∈ A×B и y ∈ C, следовательно, (x, y) ∈ A×B ×C.

Если H — множество, то через P(H) обозначаем семейство всех подмножеств (п/м) H ,

через P ′(H) △= P(H) \ {∅} — семейство всех непустых п/м H , а через Fin(H) — семейство

всех непустых конечных п/м H (ясно, что Fin(H) ⊂ P ′(H)). Для любых двух непустых

множеств A и B через BA обозначаем (см. [15, гл. II]) множество всех отображений (функ-

ций) из A в B; при f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем значение f в точке a. Если же A
и B — непустые множества, h ∈ BA и C ∈ P(A), то h1(C) △= {h(x) : x ∈ C} есть образ C
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при действии h; h1(C) 6= ∅ при C 6= ∅. Для непустых множеств A, B и C, отображения

g ∈ CA×B, точек a ∈ A и b ∈ B полагаем, как обычно, g(a, b) △= g((a, b)), учитывая, что

(a, b) ∈ A × B. Если же A, B, C и D — непустые множества, h ∈ DA×B×C , µ ∈ A × B
и ν ∈ C, то определено значение h(µ, ν) ∈ D, для которого используем также соглаше-

ние h(µ1, µ2, ν) △= h(µ, ν), где µ1
△= pr1(µ) и µ2

△= pr2(µ). Данные правила используются

в дальнейшем без дополнительных пояснений.

В дальнейшем R+
△= {ξ ∈ R | 0 6 ξ} (R — вещественная прямая), N △= {1; 2; . . .} ∈

∈ P ′(R+), N0
△= {0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .} ∈ P ′(R+) и

p, q △= {k ∈ N0 | (p 6 k)&(k 6 q)} ∈ P(N0) ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0. (1.1)

Из (1.1) следует, в частности, что 1, 0 = ∅ и 1, m = {k ∈ N | k 6 m} при m ∈ N.

Непустому конечному множеству K сопоставляем его мощность |K| ∈ N и непустое мно-

жество (bi)[K] всех биекций [17, с. 87] дискретного промежутка 1, |K| на K (в частности,

(bi)[K] определено при K ∈ P ′(S), где S — непустое конечное множество). Перестанов-

ка непустого множества A есть [17, с. 87] биекция A на себя; если α — перестановка A,

то определена перестановка α−1 множества A, обратная к α:

α(α−1(a)) = α−1(α(a)) = a ∀a ∈ A.

Как обычно, полагаем, что |∅| △= 0. Непустому множеству S сопоставляем множество

R+[S] △= (R+)S всех неотрицательных вещественнозначных функций на S.

§ 2. Общая постановка задачи
Фиксируем непустое множество X и его (непустое конечное) п/м X0 ∈ Fin(X). Элемен-

ты X0 будут использоваться в качестве стартовых точек для перемещений, осуществляемых

в X . Пусть N ∈ N, N ≧ 2, множества

M1 ∈ Fin(X), . . . , MN ∈ Fin(X) (2.1)

являются (в общей задаче) объектами посещения, для которых

(Mp ∩ Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p})&(X0 ∩ Mj = ∅ ∀j ∈ 1, N). (2.2)

Условия (2.2) типичны для многих инженерных приложений. Кроме того (см. (2.1)),

фиксируем отношения (см. [15, гл. II])

M1 ∈ P ′(M1 × M1), . . . , MN ∈ P ′(MN × MN ); (2.3)

УП из Mj , где j ∈ 1, N , определяют в виде своих элементов пункты прибытия в Mj и от-

правления из Mj . Мы рассматриваем дискретные процессы вида

(x ∈ X0) → (pr1(z1) ∈ Mα(1)  pr2(z1) ∈ Mα(1)) → . . .
. . . → (pr1(zN ) ∈ Mα(N)  pr2(zN) ∈ Mα(N)),

(2.4)

z1 ∈ Mα(1), . . . , zN ∈ Mα(N), (2.5)

где x ∈ X0 и α — перестановка дискретного интервала 1, N , выбор которой может быть

стеснен условиями предшествования. При этом в (2.4), (2.5) мы можем выбирать точку стар-

та x, маршрут (перестановку индексов) α и траекторию z1, . . . , zN , согласованную с марш-

рутом. В (2.4) естественным образом выделяется N циклов, каждый из которых включает
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(внешнее) перемещение к мегаполису и выполнение работ, связанных с его посещением

и именуемых далее внутренними.

Пусть P △= (bi)[1, N ]. В связи с условиями предшествования введем множество K ∈
∈ P(1, N × 1, N) специальных УП, именуемых адресными. Мы полагаем, что

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. (2.6)

В прикладных задачах условие (2.6) обычно выполняется (см. обсуждение в [18,

часть 2]). При этом (см. [18, (3.12), (3.14)])

A
△= {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} ∈ P ′(P), (2.7)

то есть A 6= ∅ и A ⊂ P; итак, (2.7) есть множество всех допустимых по предшествованию

(K-допустимых) маршрутов. Наряду с A будут введены частичные допустимые маршруты.

Для этого прежде всего введем оператор вычеркивания (заданий из списка). Пусть N
△=

△= P ′(1, N). Тогда

I : N → N (2.8)

определяем [18, часть 2] условиями: при K ∈ N

I(K) △= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ[K]}, (2.9)

где Ξ[K] △= {z ∈ K | (pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)}. Корректность определения (2.8), (2.9)

обоснована в [18, часть 2]. Если K ∈ N, то полагаем (см. [18, 19]), что

(I − bi)[K] △= {α ∈ (bi)[K] | α(s) ∈ I(α1(s, |K|)) ∀s ∈ 1, |K|}, (2.10)

получая, в частности, цепочку равенств

A = (I − bi)[1, N ] = {α ∈ P | α(s) ∈ I(α1(s, N)) ∀s ∈ 1, N}. (2.11)

Отметим также, что [18, (2.2.54)] (I − bi)[K] 6= ∅ ∀K ∈ N. Итак, частичные допустимые

(по вычеркиванию) маршруты существуют. Отметим что, как видно из (2.4), (2.5), выбор

маршрута (перестановки индексов) еще не определяет однозначно течение процесса. В этой

связи введем далее в рассмотрение траектории, согласованные с маршрутами. Однако, сна-

чала отметим некоторые вспомогательные понятия. Так (см. (2.3)) имеем при j ∈ 1, N

(Mj
△= {pr1(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj))&(Mj

△= {pr2(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj)); (2.12)

элементы Mj — суть возможные пункты прибытия в мегаполис Mj , а элементы Mj — воз-

можные пункты отправления из Mj . Далее с учетом (2.1) имеем, конечно, что при j ∈ 1, N

(Mj ∈ Fin(X))&(Mj ∈ Fin(X)).

Тогда, как следствие, имеем с очевидностью, что

(X̃ △=
N⋃

i=1

Mi ∈ Fin(X))&(X △= (
N⋃

i=1

Mi) ∪ X0 ∈ Fin(X)). (2.13)
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Через Z обозначаем множество всех кортежей (zt)t∈0,N : 0, N → X × X; иными словами

Z
△= (X × X)0,N . Тогда при x ∈ X0 и α ∈ P имеем

Zα[x] = {(zt)t∈0,N ∈ Z | (z0 = (x, x))&(zτ ∈ Mα(τ) ∀τ ∈ 1, N)} ∈ Fin(Z) (2.14)

(пучок траекторий, стартующих из x и согласованным с маршрутом α). Тогда при x ∈ X0,

α ∈ P, (zt)t∈0,N ∈ Zα[x] и τ ∈ 1, N

(pr1(zτ ) ∈ Mα(τ))&(pr2(zτ ) ∈ Mα(τ)). (2.15)

Из (2.15) вытекает, что при x ∈ X0, α ∈ P, (zt)t∈0,N ∈ Zα[x] и τ ∈ 1, N

pr2(zτ ) ∈ X. (2.16)

Далее, введем в рассмотрение множество

X △= X̃ ∪ X0 = X0 ∪ (
N⋃

i=1

Mi). (2.17)

Тогда X ∈ Fin(X). При этом согласно (2.14) имеем при x ∈ X0, α ∈ P, (zt)t∈0,N ∈ Zα[x]
и τ ∈ 0, N

pr1(zτ ) ∈ X (2.18)

(заметим, что X (2.17) соответствует [14, раздел 2]). Поэтому для

Z
△= (X × X)0,N (2.19)

(обозначение совпадает с используемым в [14, раздел 2]) имеем, что при x ∈ X0 и α ∈ P

Zα[x] ⊂ Z ⊂ Z. (2.20)

В этом случае согласно (2.14) и (2.20) при x ∈ X0 и α ∈ P

Zα[x] = {(zt)t∈0,N ∈ Z | (z0 = (x, x))&(zτ ∈ Mα(τ) ∀τ ∈ 1, N)}, (2.21)

(2.14) согласуется с [14, (2.7)]; при этом

Zα[x] ∈ Fin(Z) ∀x ∈ X0 ∀α ∈ P. (2.22)

Если K ∈ N, то полагаем, что ZK
△= (X × X)0,|K|; если при этом x ∈ X и α ∈ (bi)[K], то

ZK,α[x] △= {(zi)i∈0,|K| ∈ ZK | (z0 = (x, x))&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, |K|)} ∈ Fin(ZK). (2.23)

Заметим, что при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K] и (zt)t∈0,|K| ∈ ZK,α[x]

(z0 = (x, x))&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, |K|). (2.24)

Напомним, что (см. (2.13)) X0 ⊂ X. При этом

(x, x) ∈ X × X ∀x ∈ X. (2.25)
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Далее, из (2.12) следует, что

Mj ⊂ Mj × Mj ∀j ∈ 1, N. (2.26)

С учетом (2.13) и (2.26) получаем, что

Mj ⊂ X̃ × X ∀j ∈ 1, N.

Как следствие, с учетом (2.17), имеем

Mj ⊂ X × X ∀j ∈ 1, N.

Поэтому, согласно (2.24), при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K], (zt)t∈0,|K| ∈ ZK,α[x] и t ∈ 1, |K|

zt ∈ X × X. (2.27)

В силу (2.23)–(2.25), (2.27) получаем, что при K ∈ N, x ∈ X и α ∈ (bi)[K] множе-

ство ZK,α[x] соответствует [14, (2.8)]. Введем в рассмотрение при x ∈ X0 множество

D[x] △= {(α, z) ∈ A × Z | z ∈ Zα[x]} = {(α, z) ∈ A × Z | z ∈ Zα[x]} ∈ Fin(A × Z), (2.28)

а также, при x ∈ X и K ∈ N множество

DK [x] △= {(α, z) ∈ (I − bi)[K] × ZK | z ∈ ZK,α[x]} ∈ Fin((I − bi)[K] × ZK). (2.29)

В связи с (2.28) полезно отметить связь с (2.29). Будем при этом учитывать (2.11). Кро-

ме того, в (2.29) можно в частности, рассматривать случай, когда x ∈ X0 и K = 1, N
(см. (2.13)); в этом случае при α ∈ A имеем (см. (2.11))

Z1,N,α[x] = {(zi)i∈0,N ∈ Z1,N | (z0 = (x, x))

&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N)} = {(zi)i∈0,N ∈ Z | (z0 = (x, x))&(zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N)},

поскольку Z1,N = Z. Как следствие (см. (2.14)) имеем при x ∈ X и α ∈ A

Z1,N,α[x] = Zα[x]. (2.30)

Далее, из (2.11), (2.28) и (2.30) вытекает, что при x ∈ X0

D1,N [x] = {(α, z) ∈ (I − bi)[1, N ] × Z1,N | z ∈ Z1,N,α[x]} =
= {(α, z) ∈ A × Z | z ∈ Zα[x]} = D[x].

(2.31)

Итак, мы истолковали множество (2.28) как вариант (2.29). Рассмотрим вопрос о функциях

стоимости, учитывая (2.13). Итак, пусть

c ∈ R+[X × X̃ × N], c1 ∈ R+[M1 × N], . . . , cN ∈ R+[MN × N]; (2.32)

мы используем значения c для оценивания внешних перемещений, а значения функ-

ций c1, . . . , cN — для оценивания внутренних работ. Заметим, что согласно (2.12) и (2.24)

при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K], (zi)i∈0,|K| ∈ ZK,α[x] и t ∈ 1, |K|

(pr1(zt) ∈ Mt)&(pr2(zt) ∈ Mt). (2.33)
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Тогда, в частности, получаем (см. (2.13)), что при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K],
(zi)i∈0,|K| ∈ ZK,α[x] и τ ∈ 0, |K|

pr2(zτ ) ∈ X. (2.34)

С другой стороны, из (2.13) и (2.33) имеем при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K],
(zi)i∈0,|K| ∈ ZK,α[x] и τ ∈ 1, |K|

pr1(zτ ) ∈ X̃. (2.35)

Тогда в силу (2.32), (2.34) и (2.35) имеем, что при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K],
(zi)i∈0,|K| ∈ ZK,α[x] и t ∈ 0, |K| − 1 определено

c(pr2(zt), pr1(zt+1), α1(t + 1, |K|)) ∈ R+. (2.36)

Кроме того, в силу (2.24) и (2.32) имеем при тех же условиях на K, x, α, (zi)i∈0,|K|

и t ∈ 0, |K| − 1, что определено значение

cα(t+1)(zt+1, α1(t + 1, |K|)) ∈ R+.

В итоге (см. (2.36)) определено при K ∈ N, x ∈ X, α ∈ (bi)[K] и (zi)i∈0,|K| ∈ ZK,α[x]
значение

B
(α)
K [(zi)i∈0,|K|] =

= max
t∈0,|K|−1

[c(pr2(zt), pr1(zt+1), α1(t + 1, |K|)) + cα(t+1)(zt+1, α1(t + 1, |K|))] ∈ R+; (2.37)

ясно, что при вышеупомянутых K ∈ N и x ∈ X значение (2.37) может быть сопоставлено

каждому решению (α, (zi)i∈0,|K|) ∈ DK [x]. Используя (2.29), вводим при K ∈ N и x ∈ X

задачу

B
(α)
K [(zi)i∈0,|K|] → min, (α, (zi)i∈0,|K|) ∈ DK [x]. (2.38)

Здесь мы имеем частный случай конструкции [14, раздел 2]. Задаче (2.38) сопоставля-

ется экстремум и непустое множество оптимальных решений. Итак, при K ∈ N и x ∈ X

имеем, что

v(x, K) △= min
(α,(zt)t∈0,|K|)∈DK [x]

B
(α)
K [(zt)t∈0,|K|] ∈ R+, (2.39)

D
opt
K [x] △= {(α, (zt)t∈0,|K|) ∈ DK [x] | B(α)

K [(zt)t∈0,|K|] = v(x, K)} ∈ Fin[DK [x]]. (2.40)

Задачу (2.38), отвечающую случаю K = 1, N и x ∈ X0, выделяем для отдельного рассмот-

рения; имеется в виду задача

B
(α)
1,N [(zi)i∈0,N ] → min, (α, (zi)i∈0,N) ∈ D1,N [x]. (2.41)

В этой связи введем ряд новых обозначений. Прежде всего напомним, что (см. (2.11),

(2.31))

(A = (I − bi)[1, N ])&(D[x] = D1,N [x] ∀x ∈ X0).
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Далее, из (2.13), (2.30) и (2.37) следует, в частности, что при x ∈ X0, α ∈ A

и (zi)i∈0,N ∈ Zα[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] △= B
(α)
1,N [(zi)i∈0,N ] =

= max
t∈0,N−1

[c(pr2(zt), pr1(zt+1), α1(t + 1, N)) + cα(t+1)(zt+1, α1(t + 1, N))] =

max
t∈1,N

[c(pr2(zt−1), pr1(zt), α1(t, N)) + cα(t)(zt, α1(t, N))] ∈ R+.

(2.42)

Мы фиксируем d ∈ R+ в качестве своеобразного допуска на величину затрат при по-

следовательном выполнении циклов работ. Иными словами, нас интересует вопрос о том,

существует ли маршрутный процесс (α, (zt)t∈0,N , x), где α ∈ A, (zt)t∈0,N ∈ Zα[x] и x ∈ X0,

для которого

c(pr2(zt−1), pr1(zt), α1(t, N)) + cα(t)(zt, α1(t, N)) 6 d ∀t ∈ 1, N. (2.43)

Для выяснения этой возможности мы привлекаем экстремальную задачу маршрутизации.

Замечание 1. В связи с (2.43) заметим, что в [14] рассматривалась более общая постановка,

включающая, наряду с определением функций (2.32) еще и положительный «инфляцион-

ный» параметр a. Последний может сыграть полезную роль в задаче о выполнимости серии

комплексных работ следующего типа. Предположим, что требуется осуществить N ком-

плексных работ, включающих каждая компоненту внешних перемещений к месту выполне-

ния и собственно работу. По существу речь идет о циклах. Для реализации каждого из цик-

лов выделяется финансирование, объем которого характеризуется параметром d. Циклы

работ выполняются последовательно во времени, а очередность может выбираться «ис-

полнителем». Возникает вопрос: существует ли вариант маршрутизации, обеспечивающий

выполнение всех циклов при данном объеме финансирования d на каждом этапе? В этой

связи применение параметра a может позволить учитывать некоторые моменты, связанные

с изменением стоимостей работ в течении обозримого промежутка времени. В настоящем

изложении мы не используем упомянутый «инфляционный» параметр по соображениям

большей наглядности (учет этого параметра в рамках схемы [14] не составляет труда). �

Введем в рассмотрение маршрутные процессы в полной задаче: имеем в виде

D △= {(α, (zt)t∈0,N , x) ∈ A × Z × X0 | (α, (zt)t∈0,N ) ∈ D[x]} ∈ Fin(A × Z × X0) (2.44)

непустое множество допустимых маршрутных процессов. Наша основная цель состоит

в проверке свойства (2.43) для элементов множества (2.44). Для достижения этой цели

вводим экстремальную задачу

Bα[(zi)i∈0,N ] → min, (α, (zi)i∈0,N , x) ∈ D, (2.45)

которой сопоставляется экстремум V и непустое множество SOL всех оптимальных реше-

ний:

V △= min
(α,(zi)i∈0,N ,x)∈D

Bα[(zi)i∈0,N ] = min
x∈X0

min
(α,(zi)i∈0,N )∈D[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] ∈ R+, (2.46)

SOL
△= {(α, (zi)i∈0,N , x) ∈ D | Bα[(zi)i∈0,N ] = V} ∈ Fin(D); (2.47)

элементы (2.47) — оптимальные маршрутные процессы и только они. С задачей (2.45) свя-

зываем также x-задачи, где x ∈ X0:

Bα[(zi)i∈0,N ] → min, (α, (zi)i∈0,N) ∈ D[x]; (2.48)
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задаче (2.48) также сопоставляется экстремум V [x] и непустое множество (SOL)[x] всех ее

оптимальных решений:

V [x] △= min
(α,(zi)i∈0,N )∈D[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] = min
α∈A

min
(zi)i∈0,N ∈Zα[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] ∈ R+, (2.49)

(SOL)[x] △= {(α, (zi)i∈0,N) ∈ D[x] | Bα[(zi)i∈0,N ] = V [x]} ∈ Fin(D[x]). (2.50)

Наконец, логично ввести в рассмотрение задачу оптимизации точки старта:

V [x] → min, x ∈ X0, (2.51)

для которой экстремум совпадает (см. (2.46), (2.49)) с V (то есть V есть наименьшее из зна-

чений V [x], x ∈ X0) и при этом

X0
opt

△= {x ∈ X0 | V [x] = V} ∈ Fin(X0). (2.52)

Задачи (2.48) и (2.51) являются вспомогательными к (2.45). В силу (2.31) задачи (2.41)

и (2.48) отождествимы.

Вернемся к (2.38)–(2.40), где допустимо полагать, что K = 1, N . В этой связи напом-

ним (2.31) и (2.42). Тогда в силу (2.39) и (2.49) получаем при x ∈ X0, что

v(x, 1, N) = min
(α,(zi)i∈0,N )∈D[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] = V [x]. (2.53)

Далее, из (2.31), (2.40), (2.42) и (2.53) следует, что при x ∈ X0

D
opt
1,N [x] = {(α, (zi)i∈0,N) ∈ D[x] | Bα[(zi)i∈0,N ] = v(x, 1, N)} =

= {(α, (zi)i∈0,N) ∈ D[x] | Bα[(zi)i∈0,N ] = V [x]} = (SOL)[x].
(2.54)

Итак, при K = 1, N наши локальные задачи вырождаются в глобальные (имеются в виду

задачи с фиксированной точкой старта). Наконец, следуя [14, (2.18)], полагаем, что

v(x, ∅) △= 0 ∀x ∈ X. (2.55)

С учетом (2.39), (2.55) мы получаем теперь функцию v ∈ R+[X × P(1, N)], определяе-

мую посредством (2.39), (2.55). Используя схему [14, теорема 1] (см. также аналогичное

положение в [13]), получаем следующую теорему.

Теорема 1. Если x ∈ X и K ∈ N, то

v(x, K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj

sup({c(x, pr1(z), K) + cj(z, K); v(pr2(z), K \ {j})}).

§ 3. Слои функции Беллмана и оптимальные решения задач маршрутизации
В этом параграфе воспроизводятся фактически построения [14, § 3] (экономичный ва-

риант ДП) в достаточно краткой форме. Отметим прежде всего очевидное следствие теоре-

мы 1 (см. (2.53)): при x ∈ X0

V [x] = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

sup({c(x, pr1(z), 1, N) + cj(z, 1, N); v(pr2(z), 1, N \ {j})}); (3.1)

в этой связи отметим также [14, (3.1)].
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Введем в рассмотрение существенные (в смысле условий предшествования) списки за-

даний. Пусть

S
△= {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}; (3.2)

множества — элементы (3.2) — называем существенными списками (заданий). Кроме того,

при s ∈ 1, N полагаем, что Ss
△= {K ∈ S | s = |K|} (семейство всех s-элементных

существенных списков). В виде {Sk : k ∈ 1, N} имеем разбиение S (3.2). Легко видеть, что

SN = {1, N} (синглетон, содержащий 1, N) и при K1
△= {pr1(z) : z ∈ K} реализуется S1 =

= {{t} : t ∈ 1, N \ K1} (семейство всех синглетонов «неотправителей»). Наконец (см. [20])

Ss−1 = {K \ {t} : K ∈ Ss, t ∈ I(K)} ∀s ∈ 2, N (3.3)

(в связи с (3.3) см. также [18, предложение 4.9.1]); получили рекуррентную процедуру

SN → SN−1 → . . . → S1. (3.4)

На основе семейств (3.4) определяем (см. конструкцию [18, раздел 4.9]) слои простран-

ства позиций (позициями называем УП (x, K), x ∈ X , K ⊂ 1, N), обозначаемые в ви-

де D0, D1, . . . , DN . В терминах множества

M̃ △=
⋃

j∈1,N\K1

Mj

определяем D0
△= M̃ × {∅} = {(x, ∅) : x ∈ M̃}; полагаем, кроме того,

DN
△= X0 × {1, N} = {(x, 1, N) : x ∈ X0}.

Если же s ∈ 1, N − 1, то при K ∈ Ss последовательно определяем

Js(K) △= {j ∈ 1, N \ K | {j} ∪ K ∈ Ss+1},

Ms[K] △=
⋃

j∈Js(K)

Mj , Ds[K] △= Ms[K] × {K} = {(x, K) : x ∈ Ms[K]}; (3.5)

после этого полагаем, что

Ds
△=

⋃

K∈Ss

Ds[K]. (3.6)

Тогда (см. [18, раздел 4.9], [20]) D0 6= ∅, D1 6= ∅, . . . , DN 6= ∅; при s ∈ 1, N имеем, что

Ds ⊂ X × Ss. Заметим, что при s ∈ 0, N и (x, K) ∈ Ds определено значение v(x, K) ∈ R+.

Поэтому определены сужения функции v на упомянутые слои. С учетом этого полагаем,

что при s ∈ 0, N функция vs ∈ R+[Ds] есть сужение v на (непустое) множество Ds:

vs(x, K) △= v(x, K) ∀(x, K) ∈ Ds. (3.7)

Данные функции можно, однако, построить посредством рекурентной процедуры. Действи-

тельно, согласно (2.55) и (3.7) имеем по определению D0, что

v0(x, K) = 0 ∀(x, K) ∈ D0. (3.8)
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Итак, v0 есть функция на D0, тождественно равная нулю. Далее, отметим, что соглас-

но (2.53) и (3.7) vN ∈ R+[DN ] такова, что

vN(x, 1, N) = V [x] ∀x ∈ X0. (3.9)

Напомним, что (см. [19, (6.11)]) при s ∈ 1, N , (x, K) ∈ Ds, j ∈ I(K) и z ∈ Mj

(pr2(z), K \ {j}) ∈ Ds−1. (3.10)

Из теоремы 1, (3.7) и (3.10) вытекает следующее предложение (см. [14, (3.6)]).

Предложение 1. Если s ∈ 1, N и (x, K) ∈ Ds, то

vs(x, K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj

sup({c(x, pr1(z), K) + cj(z, K); vs−1(pr2(z), K \ {j})}).

Предложение 1 определяет при s ∈ 1, N преобразование vs−1 → vs. С учетом (3.8)

получаем рекуррентную процедуру

v0 → v1 → . . . → vN ; (3.11)

финальная функция vN определяет (см. (3.9)) функцию экстремума

V [·] △= (V [x])x∈X0 ∈ R+[X0]; (3.12)

точнее V [x] = vN(x, 1, N) при x ∈ X0. Данное свойство функции (3.12) позволяет опреде-

лить V и x0 ∈ X0
opt (ясно, что V есть наименьшее из значений vN(x, 1, N), x ∈ X0). Мы

получаем возможность сравнить V и d. Вполне очевидно следующее предложение.

Предложение 2. Маршрутный процесс (α, (zt)t∈0,N , x) ∈ D со свойством (2.43) существу-
ет тогда и только тогда, когда V 6 d.

Замечание 2. На этапе определения V и x0 достаточно использовать следующий ва-

риант (3.11): если s ∈ 2, N , то для построения vs достаточна функция vs−1, а функ-

ции v0, . . . , vs−2 не требуются. После построения vs при s < N для целей построения vs+1
массив значений vs−1 следует заменить массивом значений vs. Итак, в памяти вычислителя

достаточно сохранять (при определении V и x0) массив значений только одного слоя функ-

ции Беллмана, что доставляет [21] некоторую экономию ресурсов памяти. На этапе про-

верки реализуемости (2.43) это построение вполне достаточно (процедура с перезаписью

слоев функции Беллмана). В связи с упомянутой возможностью отметим работу [22], где

рассматривалась несколько иная задача. �

§ 4. Построение оптимального решения

В этом параграфе рассматривается построение оптимального маршрутного процесса,

то есть построение элемента множества (2.47). С точки зрения реализации (2.43) это имеет

смысл в ситуации V 6 d; тогда конкретная версия маршрутного процесса в (2.43) может

быть найдена как оптимальное решение задачи (2.45). Итак, рассмотрим вопрос о постро-

ении маршрутного процесса из множества (2.47). При этом предполагается, что построены

все функции, участвующие в (3.11); массивы их значений должны находиться в памяти

вычислителя (мы должны отказаться от варианта с перезаписью слоев в замечании 2).
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Предполагаем, что определено значение V и точка x0 ∈ X0
opt (для этих целей достаточ-

но знания vN ). Итак, x0 ∈ X0 и при этом vN(x0, 1, N) = V [x0] = V. Из предложения 1

следует поэтому, что

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

sup({c(x0, pr1(z), 1, N) + cj(z, 1, N); vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})}). (4.1)

Поскольку точка старта выбрана, мы можем воспользоваться процедурой [1, раздел 3.5]

(см. также [13]), которую сейчас обсудим совсем кратко. Полагаем, что z(0) △= (x0, x0),
получая УП из X0×X0 и, в частности, из X×X. С учетом (4.1) находим индекс η1 ∈ I(1, N)
и УП z(1) ∈ Mη1 со свойством

V = sup({c(x0, pr1(z
(1)), 1, N) + cη1(z(1), 1, N); vN−1(pr2(z(1)), 1, N \ {η1})}) (4.2)

(см. [1, (3.5.3)]). В силу (3.10) имеем свойство (pr2(z(1)), 1, N \ {η1}) ∈ DN−1 (поскольку

(x0, 1, N) ∈ DN ), а тогда применяем предложение 1:

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) = min

j∈I(1,N\{η1})
min
z∈Mj

sup({c(pr2(z
(1)), pr1(z), 1, N \ {η1}) +

+ cj(z, 1, N \ {η1}); vN−2(pr2(z), 1, N \ {η1; j})}).
(4.3)

С учетом (4.3) выбираем индекс η2 ∈ I(1, N \ {η1}) и УП z(2) ∈ Mη2 , для которых

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {η1}) = sup({c(pr2(z

(1)), pr1(z(2)), 1, N \ {η1}) +

+ cη2(z(2), 1, N \ {η1}); vN−2(pr2(z(2)), 1, N \ {η1; η2})}).
(4.4)

При этом согласно (3.10) реализуется включение (pr2(z(2)), 1, N \ {η1; η2}) ∈ DN−2. Тогда

(см. [1, (3.5.9)]) имеем в силу (4.2), (4.4) цепочку равенств

V = sup({c(x0, pr1(z
(1)), 1, N) + cη1(z(1), 1, N); sup({c(pr2(z

(1)), pr1(z(2)), 1, N \ {η1}) +

+ cη2(z(2), 1, N \ {η1}); vN−2(pr2(z(2)), 1, N \ {η1; η2})})}) =

= sup(sup({c(x0, pr1(z(1)), 1, N) + cη1(z(1), 1, N); c(pr2(z
(1)), pr1(z(2)), 1, N \ {η1}) +

+ cη2(z(2), 1, N \ {η1})}); vN−2(pr2(z
(2)), 1, N \ {η1; η2})}) = (4.5)

= sup({max
i∈1,2

(c(pr2(z
(i−1)), pr1(z

(i)), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, i − 1}) +

+ cηi(z
(i), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, i − 1})); vN−2(pr2(z

(2)), 1, N \ {ηj : j ∈ 1, 2})}).

В связи с (4) отметим, что случай N = 2 подробно обсуждается в [1, замечание 3.5.1]:

в этом случае из (4) следует, что

V = sup({c(x0, pr1(z
(1)), 1, N) + cη1(z(1), 1, N);

c(pr2(z
(1)), pr1(z

(2)), 1, N \ {η1}) + cη2(z(2), 1, N \ {η1})}),

а ((ηi)i∈1,2, (z(i))i∈0,2, x0) ∈ SOL (учитываем оптимальность x0).

Возвращаясь к общему случаю N > 2, отметим, что процедуры решения локальных

задач, подобных (4.1) и (4.3) (см. в этой связи (4.2) и (4.4)) следует продолжать вплоть до

исчерпывания 1, N . В итоге (см. [1, с. 96]) будут построены маршрут

η = (ηi)i∈1,N ∈ A
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и согласованная с ним траектория

(z(j))j∈0,N ∈ Zη[x0],

для которых справедливо равенство

Bη[(z(j))j∈0,N ] = V. (4.6)

В силу (2.28) (η, (z(j))j∈0,N) ∈ D[x0], а тогда (см. (2.44))

(η, (z(j))j∈0,N , x0) ∈ D.

Поэтому из (4.6) вытекает (см. (2.47)) требуемое свойство оптимальности:

(η, (z(j))j∈0,N , x0) ∈ SOL. (4.7)

При V 6 d оптимальный маршрутный процесс (4.7) реализует, как уже отмечалось, нужный

вариант неравенств (2.43).

§ 5. Задача курьера на узкие места
Вернемся теперь к задаче, связанной на идейном уровне с движением воздушного транс-

порта и намеченной во введении. Мы будем рассматривать ее как очень частный случай

задачи (2.45). Итак, мы полагаем далее, что

m1 ∈ X, . . . , mN ∈ X (5.1)

и при этом Mj = {mj} ∀j ∈ 1, N . Итак, мы заменяем мегаполисы «городами», как это

принято в ЗК. Мы сохраняем, однако, K со свойством (2.6), приходя по сути дела к задаче

курьера [6–8]. В согласии с (2.2) мы полагаем, что точки (5.1) попарно различны (mi 6= mj
при i 6= j) и не содержатся в X0. В отношении (2.3) заметим, что при j ∈ 1, N в нашем

случае

Mj = {(mj , mj)}. (5.2)

Схема (2.4) сводится в данном случае к следующей (система «перелетов»)

(x ∈ X0) → mα(1) → . . . → mα(N), (5.3)

где α ∈ A. Итак, мы сохраняем множество A маршрутов, допустимых по предшествова-

нию. В условия предшествования здесь может вкладываться следующее содержание: при

n
△= |K| ∈ N УП (µ1, ν1) ∈ K, . . . , (µn, νn) ∈ K, исчерпывающие K, определяют систему

заданий

µ1 → ν1, . . . , µn → νn (5.4)

по перевозке соответствующих грузов. Имеется в виду, что при каждом j ∈ 1,n наш объект

управления (ОУ), самолет или вертолет, должен при посещении «города» mµj принять груз

и доставить его в «город» mνj . Это следует проделать для всех j ∈ 1,n (итак, определе-

на система заданий). Возможность выполнения заданий (5.4) в процессе «перелетов» (5.3)

представляет основной вопрос дальнейшего исследования. Мы предполагаем заданным па-

раметр d ∈ R+, определяющий, как и в более общей постановке § 2, максимально возмож-

ный ресурс на каждом «перелете» в (5.3). Это ограничение, которое необходимо соблюдать.
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Заметим, что в нашем случае (5.2) Mj = {mj} и Mj = {mj} при j ∈ 1,n. Поэтому

X̃ в (2.13) есть множество M △= {mj : j ∈ 1, N} всех «городов», подлежащих посещению;

X = M ∪ X0. Мы сохраняем функцию c (2.32) при упомянутых M и X; зависимость

от списка заданий здесь также допускаем, хотя во многих практических задачах она отсут-

ствует (эту зависимость мы также будем исключать на уровне вычислительного экспери-

мента). Функции c1, . . . , cN будем далее предполагать равными нулю тождественно. Тогда

при x ∈ X0 и α ∈ A система перемещений (5.3) характеризуется значением π[x; α] ∈ R+,

которое является наибольшим из c(x, mα(1), 1, N) и

max
t∈1,N−1

c(mα(t), mα(t+1), α1(t + 1, N)) ∈ R+.

Этому определению удобно придать несколько иную форму, обращаясь к понятию траек-

тории. Действительно, следуя идейно (5.3), сопоставим точке x ∈ X0 и маршруту α ∈ A

траекторию

y[x; α] : 0, N → X (5.5)

по следующему правилу:

(y[x; α](0) △= x)&(y[x; α](t) △= mα(t) ∀t ∈ 1, N). (5.6)

С учетом (5.5) и (5.6) величину π[x; α] можно при x ∈ X0 и α ∈ A охарактеризовать

следующим образом:

π[x; α] △= max
t∈0,N−1

c(y[x; α](t),y[x; α](t + 1), α1(t + 1, N)) =

= max
t∈1,N

c(y[x; α](t − 1),y[x; α](t), α1(t, N));
(5.7)

π[x; α] ∈ R+. Как и в случае (2.43), нас прежде всего интересует вопрос о том, а существу-

ют ли x ∈ X0 и α ∈ A, для которых

c(y[x; α](t),y[x; α](t + 1), α1(t + 1, N) 6 d ∀t ∈ 0, N − 1; (5.8)

введение критерия (5.7) и последующее использование его в экстремальной задаче является

инструментом при проверке осуществимости (5.8). Итак, мы привлекаем экстремальную

задачу

π[x; α] → min, x ∈ X0, α ∈ A. (5.9)

Данной задаче сопоставляется экстремум

v
△= min

(x,α)∈X0×A
π[x; α] = min

x∈X0
min
α∈A

π[x; α] ∈ R+ (5.10)

и непустое множество sol всех оптимальных решений:

sol
△= {(x, α) ∈ X0 × A | π[x; α] = v} ∈ Fin(X0 × A). (5.11)

В то же время (5.10), (5.11) могут быть извлечены из построений предыдущих парагра-

фов. Рассмотрим эти конструкции. Для этого мы прежде всего конкретизируем построение
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предыдущих параграфов для рассматриваемого сейчас случая (см. (5.1), (5.2)). Напомним,

что при x ∈ X0 и α ∈ A из (2.14), (5.2) следует, что

Zα[x] = {(zt)t∈0,N ∈ Z | (z0 = (x, x))&(zτ = (mα(τ), mα(τ)) ∀τ ∈ 1, N)}; (5.12)

видно, что (5.12) — одноэлементное множество: единственным элементом (5.12) является

отображение Zα[x] ∈ Z, для которого

(Zα[x](0) △= (x, x))&(Zα[x](τ) = (mα(τ), mα(τ)) ∀τ ∈ 1, N); (5.13)

Zα[x] = {Zα[x]}. Соответственно, из (2.28) получаем, что при x ∈ X0

D[x] = {(α, z) ∈ A × Z | z = Zα[x]} = {(α, Zα[x]) : α ∈ A} ∈ Fin(A × Z). (5.14)

Далее, из (2.42) получаем, что справедлива цепочка равенств

Bα[(zi)i∈0,N ] = max
t∈0,N−1

c(pr2(zt), pr1(zt+1), α1(t + 1, N)) =

= max
t∈1,N

c(pr2(zt−1), pr1(zt), α1(t, N)) ∈ R+,

где x ∈ X0, α ∈ A и (zi)i∈0,N ∈ Zα[x]. С учетом одноэлементности множеств Zα[x], x ∈ X0,

α ∈ A, получаем теперь (см. (5.13)) следующее представление. При x ∈ X0, α ∈ A

и (zi)i∈1,N ∈ Zα[x] непременно Bα[(zi)i∈0,N ] = Bα[Zα[x]], а потому

Bα[(zi)i∈0,N ] = max
t∈0,N−1

c(pr2(Zα[x](t)), pr1(Zα[x](t + 1)), α1(t + 1, N)). (5.15)

В связи с (5.15) заметим, что при x ∈ X0, α ∈ A и t ∈ 0, N

(pr1(Zα[x](t)) = y[x; α](t))&(pr2(Zα[x](t)) = y[x; α](t)). (5.16)

В итоге из (5.15), (5.16) вытекает, что при x ∈ X0, α ∈ A и (zi)i∈0,N ∈ Zα[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] = Bα[Zα[x]] =

= max
t∈0,N−1

c(y[x; α](t),y[x; α](t + 1), α1(t + 1, N)) = π[x; α]; (5.17)

мы учли (5.7), (5.15) и (5.16). В силу (2.49) и (5.17) получаем, что при x ∈ X0

V [x] = min
α∈A

min
(zi)i∈0,N ∈Zα[x]

Bα[(zi)i∈0,N ] = min
α∈A

Bα[Zα[x]] = min
α∈A

π[x; α]. (5.18)

Обсудим конкретную реализацию множества (2.44). Для этого напомним (5.14). Тогда

(см. (2.44), (5.14))

D △= {(α, (zt)t∈0,N , x) ∈ A × Z × X0 | (zt)t∈0,N = Zα[x]} =
= {(α, Zα[x], x) : (α, x) ∈ A × X0}.

(5.19)

Мы учитываем при этом, что согласно (2.28) при α ∈ A и z ∈ Z

((α, z) ∈ D[x]) ⇔ (z ∈ Zα[x]).
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Кроме того, согласно (2.46), (5.10) и (5.17) имеем цепочку равенств

V = min
(α,x)∈A×X0

Bα[Zα[x]] = min
(α,x)∈A×X0

π[x; α] = v. (5.20)

Итак, в нашем частном случае глобальный экстремум V определяется посредством (5.10).

Рассмотрим представление множества (2.47): с учетом (5.17) и (5.19)

SOL = {(α, Zα[x], x) ∈ D | Bα[Zα[x]] = v} = {(α, Zα[x], x) ∈ D | π[x; α] = v} (5.21)

= {(α, Zα[x], x) : (x, α) ∈ sol};

итак, в нашем случае множество (2.47) полностью определяется посредством (5.11).

Рассмотрим вопрос о конкретизации процедуры (3.11) для рассматриваемого сейчас

частного случая (см. (5.1), (5.3)). Мы сохраняем здесь процедуру (3.3), (3.4). Далее, в си-

лу (5.2) имеем равенство

M̃ = {mj : j ∈ 1, N \ K1},

где K1 соответствует § 3. Множества-слои D0 и DN определяются так же, как в § 3. Если

s ∈ 1, N − 1 и K ∈ Ss, то Js(K) определяется правилом (3.5),

Ms[K] = {mj : j ∈ Js(K)}, (5.22)

Ds[K] соответствует (3.5) при Ms[K], определяемом в (5.22). Слой Ds, где s ∈ 1, N − 1,

находится посредством (3.6). Далее мы ограничимся построением рекуррентной процеду-

ры (3.11), где v0 ∈ R+[D0] определяется в (3.8). С учетом (3.9) и (5.18) получаем для

рассматриваемого случая, что

vN(x, 1, N) = min
α∈A

π[x; α] ∀x ∈ X0. (5.23)

Тем самым определена функция vN ∈ R+[DN ]. Напомним важное свойство (3.10) и отметим

конкретизацию предложения 1: при s ∈ 1, N и (x, K) ∈ Ds

vs(x, K) = min
j∈I(K)

sup({c(x, mj, K); vs−1(mj , K \ {j})}); (5.24)

правило (5.24) определяет преобразование vs−1 в vs, а, стало быть, и рекуррентную проце-

дуру (3.11) с финальной функцией (5.23); замечание 2 сохраняет свою силу. Итак, мы при

x ∈ X0 в виде vN (x, 1, N) имеем экстремум задачи

π[x; α] → min, α ∈ A. (5.25)

С учетом (5.10) и (5.23) получаем теперь, что

v = min
x∈X0

vN (x, 1, N). (5.26)

Таким образом, рассматриваемый сейчас вариант итерационной процедуры приводит

после исполнения (5.26) к эстремуму v, что позволяет (см. (5.7)) ответить на вопрос об осу-

ществимости неравенств (5.8): система неравенств (5.8) разрешима тогда и только тогда,

когда

min
x∈X0

vN(x, 1, N) = v 6 d. (5.27)
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Заметим, кстати, что свойство (3.10) в нашем случае (5.2) принимает следующий вид:

при s ∈ 1, N , (x, K) ∈ Ds и j ∈ I(K)

(mj , K \ {j}) ∈ Ds−1. (5.28)

Рассмотрим теперь процедуру построения решения из множества (5.11), то есть по-

строения оптимального решения задачи (5.10). Прежде всего, учитывая (5.26), выбираем

x0 ∈ X0 со свойством

vN(x0, 1, N) = v. (5.29)

(предполагается, что все функции в (3.11) уже построены). Теперь рассматриваем постро-

ение оптимального маршрута из A в задаче (5.25) при x = x0. Для этого заметим, что

(см. (5.24))

v = min
j∈I(1,N)

sup({c(x0, mj, 1, N); vN−1(mj , 1, N \ {j})}). (5.30)

С учетом этого выбираем ω1 ∈ I(1, N) так, что при этом

v = sup({c(x0, mω1, 1, N); vN−1(mω1 , 1, N \ {ω1})}). (5.31)

Согласно (5.28) получаем очевидное включение

(mω1 , 1, N \ {ω1}) ∈ DN−1 (5.32)

(в связи с (5.32) заметим, что (см. § 3) (x0, 1, N) ∈ DN ). Из (5.24), (5.32) следует, что

vN−1(mω1 , 1, N \ {ω1}) =
= min

j∈I(1,N\{ω1})
sup({c(mω1 , mj, 1, N \ {ω1}); vN−2(mj , 1, N \ {ω1; j})}). (5.33)

С учетом (5.33) выбираем ω2 ∈ I(1, N \ {ω1}) так, что при этом

vN−1(mω1, 1, N \ {ω1}) =
= sup({c(mω1, mω2 , 1, N \ {ω1}); vN−2(mω2 , 1, N \ {ω1; ω2})}).

(5.34)

С учетом (5.32) получаем теперь, что (см. (5.28))

(mω2, 1, N \ {ω1; ω2}) = (mω2 , (1, N \ {ω1}) \ {ω2}) ∈ DN−2. (5.35)

Из (5.31) и (5.34) получаем следующую цепочку равенств

v = sup({c(x0, mω1, 1, N); sup({c(mω1, mω2 , 1, N \ {ω1}); vN−2(mω2, 1, N \ {ω1; ω2})})}) =
= sup({sup({c(x0, mω1 , 1, N); c(mω1 , mω2, 1, N \ {ω1})}); vN−2(mω2 , 1, N \ {ω1; ω2})}).

(5.36)

Замечание 3. Заметим, что при N = 2 из (5.36) сразу следует, что

v = sup({sup({c(x0, mω1 , 1, N); c(mω1, mω2 , 1, N \ {ω1})}); 0}) =
= sup({c(x0, mω1 , 1, N); c(mω1 , mω2, 1, N \ {ω1})}).

(5.37)
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При этом ω1 6= ω2, а тогда ω̃ △= (ωi)i∈1,2 ∈ P, а потому при t ∈ 1, N имеем, что

1, N \ {ωi : i ∈ 1, t − 1} = {ωi : i ∈ t, N},

откуда следует, что

ωt ∈ I({ωi : i ∈ t, N}).

В силу (2.11) ω̃ ∈ A. Тогда из (5.37) получаем (при N = 2), что v = π[x0; ω̃], то есть

(x0, ω̃) ∈ sol (5.38)

(см. (5.11)). В самом деле в нашем случае

y[x0; ω̃] : 0, 2 → X

имеет вид y[x0; ω̃](0) = x0, y[x0; ω̃](1) = mω1 и y[x0; ω̃](2) = mω2 . Итак, в данном простей-

шем случае оптимальное решение извлекается из (5.36). �

Возвращаясь к общему случаю N > 2, заметим, что процедуры решения локальных

экстремальных задач, подобные (5.31), (5.34), следует продолжать вплоть до исчерпывания

индексного множества 1, N . В результате будет построен маршрут

ω̃ = (ωi)i∈1,N ∈ A,

для которого будет выполнено π[x0; ω̃] = v. Если при этом v 6 d, то решение (x0, ω̃) ∈ sol

может использоваться для реализации (5.8).

§ 6. Вычислительный эксперимент (решение модельных задач)
Рассмотрим две модельные задачи, а именно: задачу об осуществимости системы ин-

спекций и задачу об осуществимости системы перелетов с заданным планом доставки

грузов. В обоих случаях отождествляем X с плоскостью R × R; тогда X0 есть заданное

непустое конечное плоское множество возможных точек старта.

В первой задаче предполагаем, что оптимизируется очередность циклов, каждый из ко-

торых предусматривает этап внешнего перемещения к заданному мегаполису и последую-

щее посещение всех его «городов», (инспекцию «городов»). По условию задачи требует-

ся, чтобы на каждый цикл было израсходовано время не больше заданного. Полагая, что

все перемещения осуществляются с фиксированной скоростью, данное ограничение можно

свести к ограничению на расстояние, проходимое исполнителем при осуществлении цикла.

Мы полагаем, что стоимости внешних перемещений (значения функции c) определяются

евклидовыми расстояниями на X = R × R. Стоимости внутренних работ (значения функ-

ций c1, . . . , cN ) определяются экстремумами метрических ЗК, связанных с посещением всех

«городов» мегаполиса (при этом сами стоимости перемещений между «городами» мегапо-

лиса также определяются в виде евклидовых расстояний), т. е. с инспекцией «городов».

Подробности описания см. в [1, с. 183]. Отметим, что отношения (2.3) определяются в виде

декартовых квадратов мегаполисов.

Рассматриваемые в настоящей статье алгоритмические конструкции были реализованы

в виде программы для ПЭВМ, написанной на языке C++ и работающей под управлением

64-х разрядной операционной системы Windows (начиная с версии Windows 7). Данная

программа позволяет хранить исходные данные и результаты работы в текстовом файле

специальной структуры, а для случая решения задачи на плоскости имеется возможность
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графического представления результатов (траектории посещения мегаполисов), увеличения

отдельных участков графика и сохранения изображения в файл графического формата bmp;

вычислительная часть программы реализована в отдельном от интерфейса пользователя

потоке. Вычислительный эксперимент проводился на ПЭВМ с центральным процессором

Intel Core i7 с объемом ОЗУ 64 ГБ с установленной операционной системой Windows 7

Максимальная SP1.

Рассмотрим модельный пример решения задачи обхода 35 мегаполисов, в роли которых

выступают множества точек, расположенных на равных угловых расстояниях друг от дру-

га на окружностях (12 точек на каждой окружности). При этом внутренние работы при

посещении каждого мегаполиса заключаются в решении ЗК по обходу упомянутых выше

точек на окружности с началом в точке «входа» в мегаполис и окончанием в точке «выхода»

из него; разумеется, выбор точек «входа» и «выхода» также оптимизируется в интересах

общего критерия задачи.

Пусть задано множество начальных позиций в виде

X0 =
{

(90, 35); (0, 0); (−50, 40); (40, −55); (−70, −100); (90, −35)
}

,

а количество адресных пар (мощность множества K) равно 49.

Получены следующие результаты:

Величина совокупных затрат: v = 105.618.

Выбрана точка старта (90,35).

Первая УП (по порядку посещения мегаполисов):
(
(67, 60); (48.34, 55)

)
∈ M8 × M8.

Последняя УП маршрута и трассы:
(
(−34.39, −56); (−36, −62)

)
∈ M22 × M22.

Время вычисления: 34 ч. 7 мин. 14 сек.

График маршрута и трассы приведен на рис. 1.

Рассмотрим теперь пример решения задачи курьера на узкие места, имея в виду кон-

струкции § 5. Мы сохраняем предположения о том, что X = R × R. Фиксируем «горо-

да» (5.1), отождествляемые каждый с плоским вектором. Анализируем возможность орга-

низации перемещений (по смыслу «перелетов») (5.3) с обязательным осуществлением пере-

возок (5.4): при каждом j ∈ 1,n наш ОУ должен сначала посетить пункт mµj и лишь затем

пункт mνj . В качестве этих пунктов могут рассматриваться аэродромы; при посещении mµj

на борт ОУ (самолет, вертолет) будет принят груз, предназначенный для mνj . Напомним, что

«перелеты» (5.3) должны всякий раз удовлетворять ресурсному ограничению, определяемо-

му посредством d. Грубо говоря, должно удовлетворяться ограничение на запас «топлива»,

которое может быть пересчитано в условие, выражаемое в терминах значений функции c.

Например (и это делается в примере), упомянутое первичное требование преобразуется

в условие на дальность беспосадочного полета. Как уже отмечалось, вопрос об осуществи-

мости (5.3), (5.4) исчерпывающим образом может быть решен посредством использования

задачи (5.9): речь идет о построении vN и определении экстремума (5.26), который следует

сравнить с d. В случае v ≤ d решение экстремальной задачи может использоваться для

реализации (5.8).

Итак, рассмотрим модельный пример задачи обхода 35 одноэлементых множеств, т. е.

решение задачи курьера. Пусть

X0 =
{

(90, 35); (0, 0); (90, −35); (−80, 70); (−70, −80); (−80, 25); (80, −90)
}

и n = 74.

Получены следующие результаты:

Величина совокупных затрат: v = 71.028.

Выбрана точка старта (0, 0).
Первый пункт посещения: (−40, 50) ∈ M30.
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Рис. 1: Траектория движения по мегаполисам
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Рис. 2: Траектория решения задачи курьера на узкие места



А. Г. Ченцов, А. А. Ченцов 589

Последний пункт посещения: (−95, 10) ∈ M31.

Время вычисления: 27 ч. 3 мин. 29 сек.

График маршрута и трассы приведен на рис. 2.
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The article deals with the problem of admissible routing for a system of cycles each of which contains

exterior permutation and works connected with megalopolises (non-empty finite sets) visiting. In the

initial setting, a resource constraint is given; this constraint should be fulfilled for every cycle under

permutation. The solvability conditions in this problem are connected with the extremum of the auxil-

iary bottleneck routing problem without above-mentioned constraint, in which the apparatus of widely

understood dynamic programming (DP) is used. A particular case of the setting is the known bottleneck

courier problem which can be used (in particular) for routing a vehicle (airplane or helicopter) aiming to

realize the given shipping system with a limited fuel reserve on each flight. An algorithm implemented

on a personal computer is constructed.
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