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сия динамической системы в пространстве вероятностных мер, задаваемой нелокальным уравнени-
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Введение

В статье изучается свойство неустойчивости положения равновесия динамической си-

стемы в пространстве вероятностных мер, которая задается нелокальным уравнением

неразрывности

∂tmt + div(f(x,mt)mt) = 0.

Такое уравнение описывает динамику бесконечной системы однотипных агентов в случае,

когда скорости зависят не только от текущей позиции агента, но и от их общего распреде-

ления.

Уравнение неразрывности используется в широком спектре приложений: моделирова-

ние систем заряженных частиц [1], описание поведения сверхмассивных черных дыр [2],

описание поведения больших групп животных [3], динамика биологических процессов [4],

динамика общественного мнения [5] и др.

Ранее в литературе изучались такие свойства нелокального уравнения неразрывности

как устойчивость по параметрам [6], экспоненциальная устойчивость [7], устойчивость но-

сителя меры [8], а также устойчивость по Ляпунову положения равновесия [9].

В настоящей статье мы исследуем неустойчивость в смысле Ляпунова. Понятия устой-

чивости и неустойчивости по Ляпунову были впервые введены в знаменитых работах

А. М. Ляпунова [10, 11] для систем ОДУ. Одним из самых важных результатов в этой об-

ласти после работ самого Ляпунова стала теорема Четаева о неустойчивости (см. [12, 13]).

Понятие неустойчивости по Ляпунову оказывается не менее важным, чем понятие устой-

чивости, и исследуется в большом числе постановок (см., в частности, [14–19]).

Перенос результатов для классических динамических систем на случай нелокального

уравнения неразрывности оказывается нетривиален в силу того, что пространство вероят-

ностных мер, являющееся в данном случае фазовым, не является ни линейным, ни σ-ком-

пактным. Однако на нем могут быть введены такие обобщения понятия производной как

вариационная и внутренняя производные [20–22], и такие аналоги понятий из негладкого

анализа [23] как сильные и слабые суб-/супердифференциалы. В некоторых случаях они

могут быть описаны в явной форме [23].

https://doi.org/10.35634/vm250401
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В данной статье мы следуем подходу, изложенному в нашей предыдущей работе [9].

Для построения аналога теоремы Четаева используется негладкая функция Ляпунова, по-

строение которой опирается на определение барицентрического суб-/супердифференциала.

Далее статья устроена следующим образом.

В разделе 1 приводятся общие определения и обозначения, используемые в статье. Опре-

деляется решение нелокального уравнения неразрывности и приводятся некоторые свой-

ства таких решений. Также в данном разделе вводятся понятия барицентрических суб-/су-

пердифференциалов функционалов от меры.

Раздел 2 содержит обобщение теоремы Четаева определения неустойчивости положе-

ния равновесия динамической системы и ее доказательство. Отметим, что в данном разделе

«функция Ляпунова» предполагается не гладкой, а лишь барицентрически субдифференци-

руемой в окрестности положения равновесия.

Наконец, в разделе 2.1 приводится пример динамической системы, неустойчивость ко-

торой показывается с помощью доказанной теоремы.

§ 1. Терминология и обозначения

1.1. Общие определения и обозначения

Напомним, что метрическое пространство (X , ρ) называется польским, если оно являет-

ся полным и сепарабельным. В данном подразделе будем предполагать, что X — польское

пространство, (Y , ‖ · ‖) — банахово сепарабельное пространство, а p > 1.
В статье используются следующие обозначения.

• R+ — луч [0,+∞) на числовой оси R.

• R
d — пространство d-мерных векторов-столбцов.

• R
d∗ — пространство d-мерных векторов-строк.

• BR(x) — замкнутый шар радиуса R с центром в точке x, то есть

BR(x) , {y ∈ X : ρ(x, y) 6 R}.

• La(f) — множество Лебега функции f : X → R с уровнем a ∈ R, то есть

La(f) , {x ∈ X : f(x) > a}.

• C 1
c (R

d) — пространство непрерывно дифференцируемых функций из R
d в R, имею-

щих компактный носитель.

• Id : Y → Y — тождественная функция, то есть для произвольного элемента x ∈ Y

Id(x) = x.

• Если (Ω,F) и (Ω′,F ′) — измеримые пространства, µ — мера на Ω, отображение

h : Ω → Ω′ является F/F ′-измеримым, то h♯µ — образ меры µ при действии функ-

ции h, определяемый по правилу

(h♯µ)(Υ) = µ(h−1(Υ))

для произвольного Υ ∈ F ′.

• P(X ) — пространство борелевских вероятностных мер над X .
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• Lp(X , µ;Y ) — пространство измеримых функций из X в Y , p-я степень нормы

которых интегрируема по мере µ.

• ςp(µ) — корень p-й степени p-го момента меры µ ∈ P(X ), то есть для произвольного

фиксированного xo ∈ X

ςp(µ) ,

(
∫

X

ρ(x, xo)
p µ(dx)

)1/p

.

• Pp(X ) — подпространство элементов P(X ), имеющих конечный p-й момент, то есть

Pp(X ) ,

{

µ ∈ P(X ) : ςp(µ) < +∞

}

.

Отметим одно очевидное свойство p-го момента.

Предложение 1.1. Пусть m ∈ Pp(Y ), Φ ∈ Lp(Y , m;Y ), а µ = (Id+Φ)♯m. Тогда

ςp(µ) 6 ςp(m) + ‖Φ‖Lp(Y ,m;Y ).

Над пространством Pp(X ) можно определить метрику.

Определение 1.1 (см. [24, Problem 1.2 и Section 5.1]). Транспортным планом между мерами

µ ∈ P(X ) и ν ∈ P(X ) называется такая мера π ∈ P(X × X ), что

π(A× X ) = µ(A), π(X × B) = ν(B),

для произвольных A ⊆ X и B ⊆ X .

Множество всех транспортных планов будем обозначать как Π(µ, ν).

Определение 1.2 (см. [24, Problem 1.2 и Section 5.1]). Метрикой Канторовича между ме-

рами µ ∈ Pp(X ) и ν ∈ Pp(X ) называется функция

Wp(µ, ν) ,

(

inf
π∈Π(µ,ν)

∫

X ×X

ρ(x, y)p π(dxdy)

)1/p

.

Транспортный план π, реализующий инфимум, будем называть оптимальным, а множе-

ство всех таких планов обозначать как Πo(µ, ν).

Всюду далее под планами будут подразумеваться именно транспортные планы.

Замечание 1.1. Известны следующие важные свойства метрики Канторовича (см. [24,

Problem 1.2, Theorem 1.7, Propositon 5.1 и Theorem 5.11]):

(1) множество Πo всегда непусто;

(2) метрика Канторовича действительно является метрикой в пространстве Pp(X );
(3) метрическое пространство

(

Pp(X ),Wp

)

является польским.

Замечание 1.2. Поскольку

Wp(µ, δ0) = ςp(µ),

то ограниченность множества Υ в пространстве
(

Pp(X ),Wp

)

, в смысле вложения в неко-

торый шар, эквивалентна равномерной ограниченности величин ςp(µ) для каждого µ ∈ Υ.
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Определение 1.3. Функция φ : Pp(X ) → R называется локально липшицевой, если для

любого α > 0 найдется такое Kα > 0, что для любых мер m1, m2 ∈ Pp(X ) со свойством

ςp(mi) 6 α выполняется неравенство

|φ(m1)− φ(m2)| 6 Kα ·Wp(m1, m2).

Можно считать, что Kα — неубывающая функция от α, которая непрерывна справа, имеет

предел слева (càdlàg) и ограниченна на компактном множестве значений α.

Замечание 1.3. Несложно показать, что любая локально липшицевая функция над Pp(X )
является локально ограниченной.

1.2. Нелокальное уравнение неразрывности

В данной статье основным объектом изучения является задача Коши для нелокального

уравнения неразрывности

∂tmt + div(f(x,mt)mt) = 0, (1.1)

m0 = m∗, (1.2)

где f : Rd × Pp(R
d) → R

d — векторное поле. Здесь и далее p > 1 — фиксированный па-

раметр. Данное уравнение, как говорилось выше, описывает систему агентов с динамикой,

задаваемой уравнением

ẋ = f(x,mt).

Далее будем предполагать следующее условие.

Предположение 1.1. Функция f липшицева по совокупности переменных, то есть суще-

ствует такая константа C0 > 0, что для любых x, y ∈ R
d и µ, ν ∈ Pp(R

d)

‖f(x, µ)− f(y, ν)‖ 6 C0

(

‖x− y‖+Wp(µ, ν)
)

.

Примерами функций, удовлетворяющих данному предположению, выступают, напри-

мер, функции вида
∫

Rd

v(x,m, y) m(dy),

для липшицевой функции v.

Замечание 1.4. Из предположения 1.1 следует свойство подлинейного роста функции f :

существует такая константа C1 > 0, что для любых x ∈ R
d и µ ∈ Pp(R

d)

‖f(x, µ)‖ 6 C1

(

1 + ‖x‖+ ςp(µ)
)

.

Для этого достаточно в условии липшицевости положить ν = δ0 и y = 0.

Далее определим решение уравнения (1.1) на промежутке [0, T ]. Естественно, решением

задачи Коши (1.1), (1.2) будем называть решение уравнения (1.1), удовлетворяющее усло-

вию (1.2).

Определение 1.4. Мерозначную функцию m· будем называть решением нелокального урав-

нения неразрывности (1.1) на отрезке [0, T ], если для любой пробной функции ϕ ∈
∈ C 1

c (R
d × (0, T );R) выполнено равенство

∫ T

0

∫

Rd

(

∂tϕ(x, t) +∇xϕ(x, t) · f(x,mt)
)

mt(dx)dt = 0.
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Существование и единственность решения на любом конечном промежутке доказано

в работе [25] в более общих условиях.

В дальнейшем, для фиксированной траектории m· решение задачи Коши

d

dt
x(t) = f(x(t), mt), x(s) = z,

вычисленное в момент r, будем обозначать через X
s,z
m·

(r).

В конце данного раздела мы приведем некоторые свойства решения уравнения (1.1),

доказанные в работе [9], выводящиеся напрямую из предположения 1.1 и замечания 1.4.

Предложение 1.2. Пусть T > 0, m∗ и α таковы, что ςp(m∗) 6 α, а мерозначная функция

m· : R → Pp(R
d) — решение задачи Коши (1.1), (1.2). Тогда для траектории {mt : t ∈ [0, T ]}

решения найдется такая функция G1(T, α) > 0, что для любого t ∈ [0, T ] выполняется

оценка

ςp(mt) 6 G1(T, α).

Предложение 1.3. Пусть T > 0, m∗ и α таковы, что ςp(m∗) 6 α, а мерозначная функция

m· : R → Pp(R
d) — решение задачи Коши (1.1), (1.2). Тогда, найдется такая функция

G2(T, α) > 0, что для любых 0 6 s 6 r 6 T и любого x ∈ R
d будет справедлива следующая

оценка:
(
∫

Rd

‖f(Xs,x
m·

(r), mr)− f(x,ms)‖
pms(dx)

)1/p

6 G2(T, α) · (r − s).

1.3. Барицентрическая дифференцируемость

Для пространства Pp(R
d) построено большое количество различных обобщений по-

нятия дифференцируемости (см., например [20–23, 26]). Мы будем использовать понятия

барицентрических суб- и супердифференциалов из работы [9].

Определение 1.5. Пусть q = p′ = p
p−1

, а функционал φ : Pp(R
d) → R полунепрерывен

сверху. Тогда барицентрическим субдифференциалом ∂−
b φ(m) функции φ в точке m бу-

дем называть множество всех таких функций γ ∈ Lq(R
d, m;Rd∗), что для любой функции

b ∈ Lp(R
d, m;Rd) найдется монотонная функция ξ : R+ → R+ со свойствами:

• ξ(τ) → 0 при τ → 0;

• для любого τ > 0 выполняется соотношение

φ((Id+τb)♯m)− φ(m) > τ

∫

Rd

γ(x) · b(x)m(dx)− τξ(τ).

Барицентрическим супердифференциалом ∂+
b φ(m) функции φ в точке m будем называть

множество всех функций γ ∈ Lq(R
d, m;Rd∗), удовлетворяющих следующему включению:

(−γ) ∈ ∂−
b (−φ)(m).

Всюду далее под суб-/супердифференцируемостью будет подразумеваться именно бари-

центрическая суб-/супердифференцируемость.
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§ 2. Теорема Четаева для нелокального уравнения неразрывности

Для классических динамических систем в конечномерных евклидовых пространствах

известен следующий результат о неустойчивости.

Теорема 2.1 (Теорема Четаева). Пусть для системы

ẋ = f(x), x = x0

существует такая функция V : Rd → R+, что:

(1) V дифференцируема в некоторой окрестности 0;
(2) V (0) = 0, и в сколь угодно малой окрестности 0 имеются точки x, для которых

V (x) > 0;
(3) в области V > 0 производная в силу системы V̇ · f > 0, причем в области V > α

производная V̇ · f > β > 0.
Тогда нулевое положение равновесия системы является неустойчивым.

Основным результатом статьи является теорема, аналогичная приведенному варианту

теоремы Четаева, перенесенная на случай нелокального уравнения неразрывности. Для

начала определим понятия теории устойчивости по Ляпунову для пространства Pp(R
d),

наделенного метрикой Канторовича Wp.

Определение 2.1. Положением равновесия уравнения (1.1) будем называть такую меру

m̂ ∈ R
d, что мерозначная функция mt ≡ m̂ является решением уравнения (1.1). Исходя

из определения 1.4, данное условие можно записать в следующем виде:

div(f(x, m̂)m̂) = 0.

Определение 2.2. Положение равновесия m̂ является неустойчивым, если существует такое

ε > 0, что для всякого δ > 0 можно подобрать начальную позицию m∗ ∈ Pp(R
d) и момент

времени T > 0, что Wp(m̂,m∗) < δ и Wp(m̂,mT ) > ε. Здесь m· — решение уравнения (1.1)

с начальным условием m0 = m∗.

Замечание 2.1. Учитывая непрерывность решения уравнения (1.1), достаточно считать, что

Wp(m̂,mT ) = ε.

Определение 2.3. Функцию φ : Pp(R
d) → R будем называть локально липшицевой суб-

дифференцируемой функцией Ляпунова для положения равновесия m̂ уравнения (1.1), если

выполнены следующие условия:

(1) φ субдифференцируема в шаре BR(m̂), для некоторого R > 0;
(2) φ(m̂) = 0 и для любого R > 0 существует такая мера µ ∈ BR(m̂), что φ(µ) > 0;
(3) для любого α > 0 найдется такое β > 0, что для всех µ ∈ Lα(φ)

sup
γ∈∂−

b
φ(µ)

∫

Rd

γ(x) · f(x, µ)µ(dx) > β.

Второе условие обобщает свойство положительной определенности функции Ляпунова,

в то время как третье условие обобщает отделимость от нуля «производной в силу сис-

темы».

Напомним, что BR(m̂) — шар радиуса R с центром в точке m̂, а Lα(φ) — множество

Лебега функции φ с уровнем α.
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Теорема 2.2 (Аналог теоремы Четаева). Пусть мера m̂ ∈ Pp(R
d) — положение равновесия

уравнения (1.1), функция f : Rd ×Pp(R
d) → R

d удовлетворяет предположению 1.1, а так-

же существует локально липшицевая субдифференцируемая функция Ляпунова φ. Тогда

положение равновесия m̂ неустойчиво.

Для доказательства нам потребуется следующая вспомогательная оценка неубывающего

роста функции Ляпунова φ вдоль траектории движения системы.

Лемма 2.1. Пусть α > 0 и T > 0. Тогда в условиях теоремы 2.2 существует такая кон-

станта C(T,m∗), что для любых ε > 0 и s ∈ [0, T ) можно подобрать такое r ∈ (0, T ],
что неравенство

φ(mθ)− φ(ms) >
(

β − C(T,m∗) · ε
)

· (θ − s) (2.1)

выполнено при ms ∈ Lα(φ) и θ ∈ (s, r].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ε > 0, s ∈ [0, T ) и ms ∈ Lα(φ). Из условия (3) определе-

ния функции Ляпунова выберем такой субдифференциал γs ∈ ∂−
b (ms), чтобы выполнялась

следующая оценка:
∫

Rd

γs(x) · f(x,ms)ms(dx) > β − ε.

Далее выберем r ∈ (s, T ], θ ∈ (s, r] и τ > 0 так, что

ξs(τ) 6 ε,

τ = (θ − s) 6 (r − s) 6 ε.

Здесь ξs — функция, заданная в определении 1.5, удовлетворяющая неравенству

φ
(

(Id+τbs)♯ms

)

− φ(ms) > τ

∫

Rd

γs(x) · bs(x)ms(dx)− τξs(τ).

Положим

bs(x) , f(x,ms)

и выберем произвольное θ ∈ (s, r]. Рассмотрим разность

φ(mθ)− φ(ms) =
[

φ(mθ)− φ
(

(Id+τbs)♯ms

)

]

+
[

φ
(

(Id+τbs)♯ms

)

− φ(ms)
]

.

В силу выбора τ и θ имеем, что

φ
(

(Id+τbs)♯ms

)

− φ(ms) > (r − s) · (β − 2ε) > (θ − s) · (β − 2ε). (2.2)

Оценим теперь разность

φ(mθ)− φ
(

(Id+τbs)♯ms

)

.

Для этого введем обозначение

Ds(T,m∗) , G1(T, ςp(m∗)) + T · ‖f(·, ms)‖Lp(Rd,ms;Rd).

Отметим, что в силу предложения 1.1

ςp
(

(Id+τbs)♯ms

)

6 G1

(

T, ςp(m∗)
)

+ τ‖f(·, ms)‖Lp(Rd,ms;Rd) 6 Ds(T,m∗),
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а в силу предложения 1.2

ςp(mt) 6 G1

(

T, ςp(m∗)
)

6 Ds(T,m∗).

Введем отображение

χ : z 7→

(

z + τ · bs(z), z +

∫ θ

s

f(Xs,z
m·

(t), mt) dt

)

,

и построим план по правилу

π , χ♯ms ∈ Π
(

(Id+τbs)♯ms, mθ

)

.

Тогда из локальной липшицевости функции φ и определения 1.2 следует неравенство

|φ(mθ)− φ((Id+τbs)♯ms)| 6

6 KDs(T,m∗) ·Wp

(

(Id+τbs)♯ms, mθ

)

6 KDs(T,m∗) ·

(
∫

Rd×Rd

‖x′ − y′‖p π(dx′dy′)

)1/p

=

= KDs(T,m∗) ·

(

∫

Rd

∥

∥

∥

∥

x+ (θ − s) · bs(x)− x−

∫ θ

s

f(Xs,x
m·

(t), ms) dt

∥

∥

∥

∥

p

ms(dx)

)1/p

.

Используя неравенство предложения 1.3, продолжим предыдущую оценку:

∣

∣φ(mθ)− φ
(

(Id+τbs)♯ms

)
∣

∣ 6

6 KDs(T,m∗) ·G2

(

T, ςp(m∗)
)

· (θ − s)2 6 KDs(T,m∗) ·G2

(

T, ςp(m∗)
)

· ε · (θ − s).

В силу монотонности и ограниченности Kα по параметру α можно определить число

Ǩ , sup
s∈[0,T ]

KDs(T,m∗) и получить неравенство

∣

∣φ(mθ)− φ
(

(Id+τbs)♯ms

)
∣

∣ 6 Ǩ ·G2

(

T, ςp(m∗)
)

· ε · (θ − s).

Следовательно,

φ(mθ)− φ((Id+τbs)♯ms) > −Ǩ ·G2(T, ςp(m∗)) · ε · (θ − s). (2.3)

Полагая C(T,m∗) , 2+Ǩ ·G2

(

T, ςp(m∗)
)

и учитывая оценки (2.2) и (2.3), получаем искомую

оценку (2.1). �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.2. Для начала зафиксируем число α > 0 и момент

времени T > 0. Рассмотрим множество

Θ ,
{

θ ∈ [0, T ] : φ(mθ)− φ(m0) >
(

β − C(T,m∗) · ε
)

· θ
}

.

Данное множество непусто, так как 0 ∈ Θ, и замкнуто в силу непрерывности функций m·

и φ(·). Также очевидно, что {mθ : θ ∈ Θ} является подмножеством Lα(φ), если m0 ∈ Lα(φ)
и ε < β

C(T,m∗)
. Покажем, что в этих условиях θ̌ , supΘ ∈ Θ = T . Отсюда будет следовать

инвариантность множества Lα(φ).
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Пусть, от противного, θ̌ < T . Из вложения θ̌ ∈ Θ, упомянутой связи множества Θ
с множеством Lα(φ) и оценки (2.1) следует существование такого θ ∈ (θ̌, T ], что

φ(mθ)− φ(mθ̌) >
(

β − C(T,m∗) · ε
)

· (θ − θ̌).

По построению θ̌ имеем

φ(mθ)− φ(m0) =
(

φ(mθ)− φ(mθ̌)
)

−
(

φ(mθ̌)− φ(m0)
)

>
(

β − C(T,m∗) · ε
)

· θ,

то есть θ ∈ Θ и θ > θ̌. Это противоречит предположению о том, что θ̌ = supΘ. Таким

образом, supΘ = T ∈ Θ и, следовательно,

φ(mT )− φ(m0) >
(

β − C(T,m∗) · ε
)

· T.

Так как ε и T выбирались произвольными, то, устремляя ε к 0, получим при любом T > 0

φ(mT )− φ(m0) > βT. (2.4)

Покажем теперь, что положение равновесия m̂ является неустойчивым. Пусть верно

обратное, и m̂ устойчиво, то есть для любого Ω ∈ (0, R] найдется такое ω ∈ (0, R], что

для любого начального положения m∗ со свойством Wp(m̂,m∗) < ω и любого момента

времени t > 0 выполняется неравенство

Wp(m̂,mt) < Ω,

где m· — решение уравнения (1.1) с начальным условием m0 = m∗.

Из условия (2) определения 2.3 выберем начальное положение m∗ со свойствами

Wp(m̂,m∗) < ω и φ(m∗) > 0. Обозначив α , φ(m∗) > 0, в силу условия (3) определе-

ния 2.3 можно подобрать такое число β > 0, что будет выполнено неравенство (2.4):

φ(mt) > βt+ φ(m0).

Переходя к пределу при t → ∞, получим

φ(mt) → ∞.

Но из сделанного предположения Wp(m̂,mt) < Ω, то есть mt ∈ BΩ(m̂), для всех t > 0. Это

противоречит локальной ограниченности функции φ (см. замечание 1.3). �
Аналогично выводится аналог теоремы Четаева в случае супердифференцируемой функ-

ции Ляпунова.

Теорема 2.3. Пусть мера m̂ ∈ Pp(R
d) — положение равновесия уравнения (1.1), функция

f : Rd × Pp(R
d) → R

d удовлетворяет предположению 1.1, а также существует локально

липшицевая функция φ : Pp(R
d) → R+, удовлетворяющая следующим условиям:

(1) φ супердифференцируема в шаре BR(m̂), для некоторого R > 0;
(2) для любого R > 0 существует такая точка µ ∈ BR(m̂), что φ(µ) > 0;
(3) для любого α > 0 найдется такое β > 0, что для всех µ ∈ Lα(φ)

sup
γ∈∂+

b
φ(µ)

∫

Rd

γ(x) · f(x, µ)µ(dx) > β.

Тогда положение равновесия m̂ неустойчиво.
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2.1. Пример

Для построения примера нам потребуются понятия так называемых вариационной

и внутренней производных, подробно рассмотренные в работах [20–22].

Определение 2.4. Пусть Φ: Pp(R
d) → R. Тогда вариационной производной функционала Φ

в точке m∗ ∈ Pp(R
d) будем называть функцию

δΦ

δm
: Pp(R

d)× R
d → R, удовлетворяющую

соотношению

lim
s↓0

Φ((1− s)m∗ + sm)− Φ(m∗)

s
=

∫

Rd

δΦ

δm
(m∗, y)

[

m(dy)−m∗(dy)
]

,

для любой меры m ∈ Pp(R
d).

Определение 2.5. Пусть Φ: Pp(R
d) → R имеет вариационную производную

δΦ

δm
, которая

дифференцируема по второму аргументу. Тогда внутренней производной функции Φ в точке

m ∈ Pp(R
d) будем называть функцию ∇mΦ: Pp(R

d) × R
d → R

d∗, определяемую по пра-

вилу

∇mΦ(m, y) , ∇y
δΦ

δm
(m, y).

Пусть p = 2 и

E(m) ,

∫

Rd

xm(dx),

v(x,m) , ‖x‖2 − ‖E(m)‖2.

Рассмотрим функционал

φ(m) =

∫

Rd

v(x,m)m(dx)

и систему агентов, заданную динамикой

ẋ =
(

∇mφ(m, x)
)⊤

.

Соответствующее уравнение неразрывности имеет вид:

∂tmt + div
(

(

∇mφ(m, x)
)⊤

mt

)

= 0. (2.5)

Отметим, что (см. [27, Proposition A.3])

∇mφ(m, x) = ∇xv(x,m) +

∫

Rd

∇mv(y,m, x)m(dy) = 2(x− E(m))⊤.

Отсюда,

• φ(δ0) = v(0, δ0) = 0;

• ∇xv и ∇mv определены всюду на R
d × P2(R

d) и R
d × P2(R

d)× R
d соответственно;

• ∇xv(x,m) и
∫

Rd ∇mv(y,m, x)m(dy) липшицевы по совокупности аргументов;

• ∇mφ(δ0, 0) = ∇xv(0, δ0) +
∫

Rd ∇mv(0, δ0, 0) δ0(dy) = 0.
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Покажем, что m̂ = δ0 является положением равновесия уравнения (2.5), то есть

∫

Rd

∇xϕ(x) · ∇mφ(m̂, x)⊤ m̂(dx) = ∇xϕ(0) · ∇mφ(m̂, 0)⊤ = 0,

для любой ϕ ∈ C 1
c (R

d). Левая часть может быть переписана в виде

∫

Rd

∇xϕ(x) ·

(

∇xv(x, m̂) +

∫

Rd

∇mv(y, m̂, x) m̂(dy)

)⊤

m̂(dx) =

= ∇xϕ(0) ·
(

∇xv(0, δ0) +∇mv(0, δ0, 0)
)⊤

= 0.

Проверим условия теоремы 2.2. В [9, утверждение 2.24] было показано, что в случае

существования внутренней производной

∂−
b φ(m) =

{

∇mφ(m, ·)
}

.

Функционал φ, таким образом, обладает следующими свойствами.

• φ(m̂) = 0.

• Выберем произвольные µ, ν ∈ P2(R
d) и π ∈ Πo(µ, ν). Из следующей цепочки нера-

венств следует локальная липшицевость φ:

φ(µ)− φ(ν) =

∫

Rd

v(x, µ)µ(dx)−

∫

Rd

v(y, ν) ν(dy) =

=

∫

Rd×Rd

(v(x, µ)− v(y, ν)) π(dxdy) =

=

∫

Rd×Rd

(‖x‖2 − ‖y‖2) π(dxdy) + ‖E(µ)‖2 − ‖E(ν)‖2

Оценим первое слагаемое, пользуясь обратным неравенством треугольника и нера-

венством Гёльдера:

∫

Rd×Rd

(‖x‖2 − ‖y‖2) π(dxdy) =

∫

Rd×Rd

(‖x‖ − ‖y‖) · (‖x‖+ ‖y‖) π(dxdy) 6

6

∫

Rd×Rd

(‖x− y‖) · (‖x‖+ ‖y‖) π(dxdy) 6 W2(µ, ν) · (ς2(µ) + ς2(ν)).

Аналогично оценим второе слагаемое:

‖E(µ)‖2 − ‖E(ν)‖2 = (‖E(µ)‖ − ‖E(ν)‖) · (‖E(µ)‖+ ‖E(ν)‖) 6

6 (‖E(µ)− E(ν)‖) · (‖E(µ)‖+ ‖E(ν)‖) 6 W2(µ, ν) · (ς2(µ) + ς2(ν))

Таким образом,

|φ(µ)− φ(ν)| 6 2 ·W2(µ, ν) ·
(

ς2(µ) + ς2(ν)
)

• Рассматривая, например, d-мерные гауссовы меры γd
n с параметрами

(

0, 1
n2 · I

)

, полу-

чим, что γd
n сходится к δ0 и φ(γd

n) =
d
n2 > 0. То есть сколь угодно близко к положению

равновесия существуют точки со строго положительным значением функции φ.
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• Рассмотрим множество Lα(φ) для некоторого α > 0, то есть множество

{

m ∈ P2(R
d) :

∫

Rd

x2m(dx)− E(m)2 > α

}

.

Тогда для точек данного множества справедливо неравенство:
∫

Rd

∇mφ(m, x) · ∇mφ(m, x)⊤ m(dx) = ‖∇mφ(m, ·)‖2
L2(Rd,m;Rd∗) =

= 4

∫

Rd

(

x− E(m)
)2

m(dx) = 4

∫

Rd

(

x2 − 2x · E(m) + E(m)2
)

m(dx) =

= 4

(
∫

Rd

x2m(dx)− 2E(m) ·

∫

Rd

xm(dx) + E(m)2
)

=

= 4

(
∫

Rd

x2m(dx)−E(m)2
)

> 4α , β.

Следовательно, положение равновесия m̂ и функция φ удовлетворяют условиям теоре-

мы 2.2. Это влечет неустойчивость m̂.
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The article is devoted to the development of Lyapunov methods for analyzing the instability of the

equilibrium of a dynamical system in the space of probability measures, given by the nonlocal continuity

equation. We consider the case of non-smooth Lyapunov function, but barycentrically subdifferentiable

only. Sufficient instability conditions are obtained, which are an analogue of the Chetaev theorem and

are based on an analysis of the behavior of the non-smooth Lyapunov function in the neighbourhood of

the equilibrium. Also we give an example of a dynamical system, the instability of whose equilibrium

position is proved using the obtained theorem.
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