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ОКОНЧАНИЯ

Рассматривается дифференциальная игра двух лиц с нефиксированным моментом окончания. Осо-

бенностью игры является наличие не только целевого множества, но и линии жизни, достигая ко-

торую второй игрок получает бесконечный выигрыш. Функционал платы зависит от траектории

игроков и их управлений. Частными случаями рассматриваемой дифференциальной игры являются

игры поимки и быстродействия. Для рассматриваемой игры построены универсальные позиционные

стратегии в предположении, что связанная с дифференциальной игрой задача Дирихле для урав-

нения Гамильтона–Якоби допускает вязкостное проксимальное решение. Построение универсаль-

ных стратегий опирается на понятие проксимального градиента и использует подход Красовского–

Субботина. Универсальность позиционных стратегий заключается в том, что для любой начальной

точки из некоторого компакта позиционная стратегия одинаково эффективна. Кроме того, доказаны

теоремы об оценке гарантированных результатов игроков.
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Введение

В теории дифференциальных игр было показано, что функция цены дифференциаль-

ной игры удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби, которое понимается в минимакс-

ном/вязкостном смысле [1, 2]. В рамках этой теории возникает следующий вопрос. Пусть

нам задано некоторое обобщенное решение уравнения Гамильтона–Якоби, построенное

по исходной дифференциальной игре. Можно ли на основе этого решения построить стра-

тегию, которая будет оптимальной или почти оптимальной в исходной дифференциальной

игре. Данная проблема активно исследовалась ранее, см. [1,3] и ссылки внутри них. Разра-

ботан ряд подходов к конструированию стратегий, среди которых особый интерес представ-

ляют универсальные позиционные стратегии, то есть стратегии, эффективные для любой

точки из заданного множества [4–7]. Однако следует отметить, что универсальные страте-

гии могут быть построены лишь на некотором компакте [8].

Разработанные подходы к построению позиционных стратегий опираются на следую-

щие ключевые направления: поиск локального минимума [3], построение квазиградиен-

та [1]. Особого внимания заслуживает подход, восходящий к работам [10], который основан

на методе проксимальных субдифференциалов. Основное преимущество данного метода

заключается в использовании максимально простой конструкции построения квазигради-

ента (проксимального градиента), а также в замене требования существования вязкостного

решения на проксимальное вязкостное решение, что существенно упрощает проверку со-

ответствия определению. Вопрос о существовании проксимального вязкостного решения

автоматически решается в рамках общей теории вязкостных решений, так как любое вяз-

костное решение является также проксимальным вязкостным решением. В доказательстве

теоремы о единственности вязкостного решения используется определение проксимально-

го вязкостного решения. Более подробно этот класс решений рассмотрен в монографии

Ф. Кларка [9].

https://doi.org/10.35634/vm250404
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В настоящей работе мы рассматриваем дифференциальную игру с нефиксированным

моментом окончания. Постановка рассматриваемой задачи включает динамическую систе-

му, описывающую положение игроков; целевое множество и линию жизни, которые пред-

ставляют собой замкнутые множества, определяющие момент окончания игры. Кроме того,

задан интегро-терминальный функционал, который зависит от момента попадания траек-

тории игроков на одно из заданных множеств. Отметим, что рассматриваемая постанов-

ка обобщает классические задачи быстродействия и игр преследования с линией жизни

и без нее [11–14]. Ранее такая постановка рассматривалась в работе [15], где было пока-

зано, что для данной задачи существует функция цены, и она удовлетворяет уравнению

Гамильтона–Якоби.

В данной работе, развивая подход [6], предложенный для дифференциальных игр

быстродействия, мы разрабатываем универсальные стратегии для дифференциальных игр

с функционалом, зависящим от траектории системы, управлений игроков и момента выхода

траектории на границу целевого множества или линии жизни. В работе показано, что по-

строенные стратегии являются субоптимальными. В основе конструкции универсальных

стратегий лежит аппарат проксимальных вязкостных решениий уравнения Гамильтона–

Якоби. Так как задача быстродействия вкладывается в рассматриваемую задачу с нефикси-

рованным моментом окончания, то предложенные конструкции универсальных стратегий

обобщают универсальные стратегии, построенные в работах [6, 7] для задачи быстродей-

ствия.

Важно отметить, что в работах [6, 7] универсальные стратегии были построены только

для первого игрока. В настоящей работе построены универсальные позиционные стратегии

для обоих игроков.

Статья организована следующим образом. В параграфе 1 дана постановка задачи и ос-

новные предположения. В параграфе 2 описаны позиционные стратегии и гарантированные

результаты игроков. Приведено определение функции цены дифференциальной игры. В па-

раграфе 3 описана задача Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби, приведено определе-

ние проксимального вязкостного решения. Конструкции субоптимальных стратегий и оцен-

ка гарантированного результата даны в параграфе 4.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальную игру вида

ẋ(t) = f(x(t), p(t), q(t)), x(0) = x0. (1.1)

Здесь t > 0, x ∈ R
d, управление первого игрока определяется переменной p(t) ∈ P ,

управление второго игрока переменной q(t) ∈ Q, P,Q — метрические компакты. Рассмот-

рим два замкнутых множества M1 ⊂ R
d и M2 ⊂ R

d такие, что расстояние между ними

dist (M1;M2) = min
{

‖x− y‖ : x ∈ M1, y ∈ M2

}

> 0,

где ‖ · ‖ — евклидова норма в R
d. Обозначим границы множеств M1 и M2 символами M1

и M2 соответственно. Обозначим символом G = R
d \ (M1 ∪M2) область дифференциаль-

ной игры, а символом ∂G = M1 ∪M2 границу области игры. На множестве ∂G определим

функцию σ, которая принимает конечные значения на множестве M1 и σ ≡ +∞ на множе-

стве M2.

Рассмотрим функционал на множестве непрерывных функций x(·) : R+ → R
d

τ(x(·)) = min
{

t > 0: x(t) ∈ M1 ∪M2

}

. (1.2)
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Если x(t) 6∈ M1 ∪ M2 для всех t > 0, то τ(x(·)) = +∞. Мы назовем τ(x(·)) моментом

выхода траектории x(·) на границу области игры.

Первый игрок минимизирует функционал платы

J(x(·), p(·), q(·)) =

∫ τ(x(·))

0

g(x(t), p(t), q(t)) dt+ σ
(

x(τ(x(·)))
)

, (1.3)

где τ(x(·)) определено (1.2), x(·) — решение задачи (1.1). Второй игрок стремится макси-

мизировать этот функционал. Если τ(x(·)) = +∞, тогда J(x(·), p(·), q(·)) = +∞.

Таким образом, первый игрок стремится привести систему на множество M1, которое

называется целевым множеством. Второй игрок максимизирует выигрыш двумя способами:

привести траекторию системы (1.1) на множество M2 (линию жизни), где терминальная

функция σ принимает бесконечные значения, или избегать целевого множества M1 как

можно дольше.

Будем предполагать, что

(A1) функции f , g непрерывны по всем аргументам;

(A2) функции f , g липшицевы по x: для всех x, y ∈ R
d, p ∈ P , q ∈ Q

||f(x+ y, p, q)− f(x, p, q)||+ |g(x+ y, p, q)− g(x, p, q)| 6 λ‖y‖;

(A3) выполнено условие седловой точки в маленькой игре: для любых s ∈ R
d, x ∈ R

d

min
p∈P

max
q∈Q

[〈s, f(x, p, q)〉+ g(x, p, q)] = max
q∈Q

min
p∈P

[〈s, f(x, p, q)〉+ g(x, p, q)];

(A4) существует константа b > 0 такая, что ∀x ∈ R
d, p ∈ P , q ∈ Q, b 6 g(x, p, q);

(A5) существует константа Σ > 0 такая, что σ(x) ∈ [0,Σ], если x ∈ M1. Функция σ
липшицева с константой L на множестве M1.

В предположении (A4), если мы допускаем g(x, p, q) = 0 в некоторых точках x ∈ G,

то в этих точках связь между выигрышем игроков и временем выхода траектории на це-

левое множество или на линию жизни теряется. Фактически это означает, что функционал

будет постоянным по времени, и первому игроку выгодно оставаться в этих точках как

можно дольше. Мы можем добавить точки x ∈ R
d : g(x, p, q) = 0 к множеству M1 (целево-

му множеству первого игрока). Тогда придем к случаю, рассмотренному в статье.

Ограниченность функции σ на множестве M1 следует из постановки задачи (первый

игрок минимизирует свой выигрыш). Условие Липшица для терминальной функции σ яв-

ляется техническим. Заметим, что в классической задаче быстродействия σ ≡ 0.

§ 2. Позиционные стратегии

Прежде чем приступить к описанию функции цены, опишем позиционные стратегии иг-

роков в дифференциальной игре (1.1)–(1.3) в рамках концепции Красовского–Субботина [3].

Обозначим символом X̄(x0) множество, элементами которого являются тройки (x(·), p(·),
q(·)), где p ∈ L∞(R+;P ), q ∈ L∞(R+;Q), x(·) : R+ → R

d является абсолютно непре-

рывной функцией, удовлетворяющей уравнению (1.1), порожденной управлениями p(·),
q(·), и начальному условию x(0) = x0. Функция U : Rd → P (соответственно, функция

V : Rd → Q) называется стратегией по принципу обратной связи. Пусть задана начальная

точка x0 ∈ R
d. Пусть также первый игрок выбрал стратегию U и разбиение временной оси

∆ = {0 = t0 < t1 < . . .}, ti → ∞ при i → ∞.
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Обозначим символом X(x0, U,∆) множество троек (x(·), p(·), q(·)) ∈ X̄(x0) таких,

что x(·) является пошаговым движением, порожденным управлениями p(t) = U(x(ti))
и q(·) ∈ L∞(R+;Q), то есть непрерывной функцией x(·), на каждом интервале [ti, ti+1)
удовлетворяющей уравнению

ẋ(t) = f(x(t), U(x(ti)), q(t)), t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, 2, . . . ,

с начальным условием x(0) = x0.

Пусть второй игрок выбрал позиционную стратегию V : Rd → Q и свое разбие-

ние ∆. Символом X(x0, V,∆) обозначим множество троек (x(·), p(·), q(·)) ∈ X̄(x0) таких,

что x(·) является пошаговым движением, порожденным управлениями p(·) ∈ L∞(R+;P )
и q(t) = V (x(ti)), то есть непрерывной функцией x(·), на каждом интервале [ti, ti+1) удо-

влетворяющей уравнению

ẋ(t) = f(x(t), p(t), V (x(ti))), t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, 2, . . . ,

с начальным условием x(0) = x0.

Так как функционал платы (1.3) может быть разрывным, введем дополнительные кон-

струкции. Обозначим символом Mε
i ε-окрестность множества Mi:

Mε
i = {x+ y : x ∈ Mi, ‖y‖ 6 ε}, i = 1, 2.

Без ограничения общности будем полагать, что параметр ε выбран настолько маленьким,

что Mε
1 ∩Mε

2 = ∅. Определим функционал

τε(x(·)) = min{t > 0: x(t) ∈ Mε
1 ∪Mε

2}. (2.1)

Если x(t) 6∈ Mε
1 ∪Mε

2 для всех t > 0, то полагаем τε(x(·)) = +∞. Продолжим функцию σ,

определенную на ∂G, на все множество G так, чтобы полученная функция σ̂ удовлетворяла

следующим условиям:

(1) σ̂(x) = σ(x), при x ∈ M1,

(2) σ̂ : Rd \Mε
2 → [0,Σ] липшицева,

(3) σ̂(x) = +∞, при x ∈ Mε
2 .

Отметим, что хотя бы одна функция, удовлетворяющая этим свойствам существует. Опи-

шем функцию, построенную с помощью расширения по Макшейну [16]. В работе [15] по-

казано, что функция вида

σ̂(x) =

{

max[sup{σ(y)− L‖x− y‖ : y ∈ ∂G}, 0], x ∈ R
d \Mε

2 ,

+∞, x ∈ Mε
2 ,

удовлетворяет всем выше перечисленным условиям.

Далее введем величины

Jε
1(x0, U,∆) = sup

{
∫ τε(x(·))

0

g(x(t), p(t), q(t))) dt+ σ̂(x(τε(x(·)))) :

(x(·), p(·), q(·)) ∈ X(x0, U,∆)

}

.



562 Построение универсальных позиционных стратегий

Если τε(x(·)) = +∞, то Jε
1(x0, U,∆) = +∞. Далее, Jε

1(x0, U) = lim sup
diam∆→0

Jε
1(x0, U,∆),

Jε
1(x0) = inf

U
Jε
1(x0, U), J0

1 (x0) = lim sup
ε→0

Jε
1(x0).

Величину J0
1 (x0) назовем гарантированным результатом первого игрока в классе стратегий

по принципу обратной связи.

Аналогично определим гарантированный результат для второго игрока.

Jε
2(x0, V,∆) = inf

{
∫ τε(x(·))

0

g(x(t), p(t), q(t))) dt+ σ̂(x(τε(x(·)))) :

(x(·), p(·), q(·)) ∈ X(x0, V,∆)

}

.

Если τε(x(·)) = +∞, то Jε
2(x0, V,∆) = +∞. Далее, Jε

2(x0, V ) = lim inf
diam∆→0

Jε
2(x0, V,∆),

Jε
2(x0) = sup

V

Jε
2(x0, V ), J0

2 (x0) = lim inf
ε→0

Jε
2(x0).

Для произвольных пошаговых процедур управления (U,∆1) и (V,∆2), выбранных игро-

ками, справедливо неравенство

Jε
2(x0, V,∆

2) 6 Jε
1(x0, U,∆

1), J0
2 (x0) 6 J0

1 (x0).

Если J0
2 (x0) = J0

1 (x0), то в дифференциальной игре существует цена Val(x0) = J0
2 (x0) =

= J0
1 (x0), и пара стратегий, порождающих Val(x0), называются оптимальными. Субопти-

мальными называются стратегии (Uε, V ε), обеспечивающие неравенства для любого ε > 0

Jε
1(x0, U

ε,∆) 6 J0
1 (x0) + ε; Jε

2(x0, V
ε,∆) > J0

2 (x0)− ε.

§ 3. Вязкостное решение уравнения Гамильтона–Якоби

Для построения универсальных позиционных стратегий установим связь между функ-

цией цены и обобщенным решением задачи Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби.

Определим гамильтониан ∀x ∈ R
d, s ∈ R

d

H(x, s) = min
p∈P

max
q∈Q

[

〈s, f(x, p, q)〉+ g(x, p, q)
]

= max
q∈Q

min
p∈P

[

〈s, f(x, p, q)〉+ g(x, p, q)
]

,

где второе равенство выполняется согласно предположению (A3).

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби

H(x,Dxϕ(x)) = 0, x ∈ G; ϕ(x) = σ(x), x ∈ ∂G.

Здесь s = Dxϕ(x). Пусть

a = 2λ/b. (3.1)

Функция ϕ(·) может принимать бесконечные значения при конечных значениях аргумента.

Чтобы исключить эту ситуацию, применим преобразование Кружкова:

u(x) = 1− e−aϕ(x).

Тогда u(x) ∈ [0, 1] ∀x ∈ G. Преобразование Кружкова для функции σ̂ имеет вид

σ̃(x) = 1− e−aσ̂(x).
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Отметим, что функция σ̃ является липшицевой на границе множества Mε
1 .

Гамильтониан после преобразования Кружкова имеет вид

∀x ∈ R
d, s ∈ R

d, z ∈ R H(x, s, z) = min
p∈P

max
q∈Q

[〈s, f(x, p, q)〉+ ag(x, p, q)(1− z)].

Задача Дирихле для преобразованного гамильтониана имеет вид

H(x,Dxϕ(x), ϕ(x)) = 0, x ∈ G; ϕ(x) = σ̃(x), x ∈ ∂G. (3.2)

Функция H липшицева по всем переменным (см. [1]) и не возрастает по z. Символом clG
обозначим замыкание области G.

Одним из основных инструментов негладкого анализа является проксимальный субгра-

диент, который обобщает понятие классического градиента. Множество всех субградиен-

тов называется проксимальным субдифференциалом, который вводится следующим обра-

зом [17].

Определение 3.1. Вектор ζ ∈ R
d принадлежит проксимальному субдифференциалу ∂−

P φ(x)
функции φ в точке x ∈ R

d, если существует κ > 0 и окрестность N(x) точки x такая, что

для произвольного y ∈ N(x) выполнено

φ(y)− φ(x) + κ‖y − x‖2 > 〈ζ, y − x〉.

Проксимальный супердифференциал определяется аналогичным образом.

Определение 3.2. Вектор ζ ∈ R
d принадлежит проксимальному супердифференциалу

∂+
P φ(x) функции φ в точке x ∈ R

d, если существует κ > 0 и окрестность N(x) точки x
такая, что для произвольного y ∈ N(x) выполнено следующее условие

φ(y)− φ(x)− κ‖y − x‖2 6 〈ζ, y − x〉.

Определение 3.3. Полунепрерывная снизу функция φ : clG → [0, 1] называется прокси-

мальным суперрешением задачи Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби, если выпол-

нены следующие условия

H(x, ζ, φ(x)) 6 0 ∀ ζ ∈ ∂−

P φ(x), x ∈ G; φ(x) = σ̃(x), x ∈ ∂G.

Определение 3.4. Полунепрерывная сверху функция φ : clG → [0, 1] называется прокси-

мальным субрешением задачи Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби, если φ непре-

рывна на границе ∂G и выполнены следующие условия

H(x, ζ, φ(x)) > 0, ∀ ζ ∈ ∂+
P φ(x), x ∈ G; φ(x) = σ̃(x), x ∈ ∂G.

Определение 3.5. Проксимальным вязкостным решением задачи Дирихле для уравне-

ния Гамильтона–Якоби называется функция φ, удовлетворяющая соотношениям φ(x) =
= lim

k→∞

φk(x) = lim
k→∞

φk(x), где {φk(·)}
∞

k=1 — последовательность проксимальных субреше-

ний, {φk(·)}∞k=1 — последовательность проксимальных суперрешений.

§ 4. Конструкция субоптимальных позиционных стратегий

В этом параграфе будем предполагать, что нам задано проксимальное суперрешение

задачи Дирихле для уравнения Гамильтона–Якоби. Опираясь на это решение, мы построим

субоптимальные стратегии.
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4.1. Построение субоптимальных универсальных стратегий для первого игрока

Пусть u : clG → [0, 1] — проксимальное суперрешение задачи Дирихле для уравнения

Гамильтона–Якоби (3.2). Рассмотрим преобразование функции u для произвольного α > 0

uα(x) = min
y∈clG

[u(y) + wα(x, y)], (4.1)

где

wα(x, y) =
‖x− y‖2

2α2
. (4.2)

Функция y → u(y) + wα(x, y) полунепрерывна снизу, таким образом минимум в выра-

жении (4.1) достигается в точке yα, причем ‖x− yα‖ 6 1. Из работы [1, с. 246] следует, что

‖x− yα‖ 6 2α.

Пусть ζα(x) = (x − yα(x))/α
2. Отметим, что ζα(x) ∈ ∂u−

P (yα(x)) [6]. Определим следу-

ющие функции согласно правилу экстремального сдвига [3]:

p0(x, s, z) ∈ argmin
p∈P

{

max
q∈Q

〈s, f(x, p, q)〉+ ag(x, p, q)(1− z)
}

,

q0(x, s, z) ∈ argmax
q∈Q

{

min
p∈P

〈s, f(x, p, q)〉+ ag(x, p, q)(1− z)
}

.
(4.3)

Определим позиционную стратегию первого игрока Up
α : R

d → P по правилу

Up
α(x) = p0(x, ζα(x), uα(x)), (4.4)

где p0 определяется (4.3), функция uα определяется (4.1), yα(x) ∈ arg min
y∈clG

[u(y) + wα(x, y)].

Пусть компакт D1 ⊂ clG лежит во множестве Лебега функции − ln(1− u(·)), T0 — верхняя

граница функции − ln(1 − u(·))/(ab) на множестве D1, где u — проксимальное суперреше-

ние.

Для точки x0 ∈ D1 определим момент

θ =
(

− ln(1− u(x0)) + ε
)

/

(ab),

множество

K = ∪x0∈D1
{x(t) ∈ R

d : x(·) ∈ X̄(x0), t ∈ [0, T0 + 1]}; (4.5)

и величины
m = sup{‖f(x+ h, p, q)‖, x ∈ K, p ∈ P, q ∈ Q, ‖h‖ 6 1};

r = sup{|g(x+ h, p, q)|, x ∈ K, p ∈ P, q ∈ Q, ‖h‖ 6 1}.
(4.6)

Прежде чем приступить к доказательству оценки гарантированного результата, докажем

следующую лемму об одном шаге.

Лемма 4.1. Пусть для произвольной тройки (x(·), p(·), q(·)) ∈ X(x0, U
p
α,∆), ti ∈ ∆, ti < θ

и dist (x(ti); ∂G) > 3α. Тогда для любого t ∈ [ti, ti+1] ∩ [0; θ] справедливо неравенство

uα(x(t)) 6 1 + exp

(

a

∫ t

ti

g(x(t), Up
α(x(ti)), q(t)) dt

)

(uα(x(ti))− 1) +

+ (t− ti) exp

(

a

∫ t

ti

g(x(t), Up
α(x(ti)), q(t)) dt

)

h(α, δ), (4.7)

где h(α, δ) > 0, не зависит от x0 и тройки (x(·), p(·), q(·)), lim
α→0

lim
δ→0

h(α, δ) = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

ξ = x(ti), ζα = ζα(ξ), ηα = yα(x(ti)), p∗ = Up
α(ξ), µ = t− ti.

Для фиксированного номера i определим вектор f ∗ по правилу

f ∗ =
1

t

∫ t

ti

ẋ(s) ds, где ẋ(t) ∈ co
{

f(x(t), Up
α(x(ti)), q) : q ∈ Q

}

, x(ti) = ξ.

Заметим, что ‖f ∗‖ 6 m. Напомним, что ζα = (ξ − ηα)/α
2, тогда uα(x(t)) = uα(ξ + µf ∗).

Из определений uα, ηα имеем, что

uα(ξ + µf ∗) 6 u(ηα) +
‖ξ + µf ∗ − ηα‖

2

2α2
=

= u(ηα) +
‖ξ − ηα‖

2

2α2
+

〈ξ − ηα, µf
∗〉

α2
+

µ2‖f ∗‖2

2α2
= uα(ξ) + µ〈ζα, f

∗〉+
µ2‖f ∗‖2

2α2
. (4.8)

По определению гамильтониана имеем

H(ξ, ζα, uα(ξ)) = max
q∈Q

[〈ζα, f(ξ, p
∗, q)〉+ (1− uα(ξ))ag(ξ, p

∗, q)] =

= min
p∈P

max
q∈Q

[〈ζα, f(ξ, p, q)〉+ (1− uα(ξ))ag(ξ, p, q)].

Тогда для любых f ∈ co {f(ξ, Up
α(ξ), q) : q ∈ Q}, g ∈ co {g(ξ, Up

α(ξ), q) : q ∈ Q} выполнено

〈ζα, f〉+ (1− uα(ξ))ag 6 H(ξ, ζα, uα(ξ)). (4.9)

Напомним, что ‖ξ − ηα‖ 6 2α и ‖ζα‖ 6 2/α. Оценим разность

H(ξ, ζα, uα(ξ))−H(ηα, ζα, u(ηα)) =

= H(ξ, ζα, uα(ξ))−H(ξ, ζα, u(ηα)) +H(ξ, ζα, u(ηα))−H(ηα, ζα, u(ηα)).

Из свойства липшицевости гамильтониана по x имеем

H(ξ, ζα, u(ηα))−H(ηα, ζα, u(ηα)) 6 λ‖ξ − ηα‖ · ‖ζα‖ 6 λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
.

Выберем управления p̃, q̃ из условий

H(ξ, ζα, u(ηα)) = max
q∈Q

〈ζα, f(ξ, p̃, q)〉+ (1− u(ηα))g(ξ, p̃, q),

H(ξ, ζα, uα(ξ)) = min
p∈P

〈ζα, f(ξ, p, q̃)〉+ (1− uα(ξ))g(ξ, p, q̃).

Следовательно,

H(ξ, ζα, uα(ξ))−H(ξ, ζα, u(ηα)) 6 ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)).

Так как u(ηα) < uα(ξ) по определению uα, то справедлива оценка

H(ξ, ζα, uα(ξ)) 6 H(ηα, ζα, u(ηα)) + λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)). (4.10)

Построим f̃ ∈ co {f(ξ, Up
α(ξ), q) : q ∈ Q} такой, что ‖f̃ − f ∗‖ 6 γ(µ), где γ(µ) → 0 при

µ → 0. Поскольку

f ∗ =
1

t

∫ t

ti

ẋ(s) ds, где ẋ(t) ∈ co
{

f(x(t), Up
α(x(ti)), q) : q ∈ Q

}

,
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то существует мерозначная функция χ(t, dq) такая, что

ẋ =

∫

Q

f(x(s), Up
α(ξ), q)χ(s, dq).

Далее положим

f̃ =
1

t

∫ t

ti

∫

Q

f(ξ, Up
α(ξ), q)χ(s, dq) ds.

По построению получаем, что

‖f ∗ − f̃‖ 6 C(t− ti).

Отсюда следует, что

〈ζα, f
∗〉 6 〈ζα, f̃〉+ h̃(α, µ),

где h̃(α, µ) = 2γ(µ)/α. Так как расстояние dist (ξ; ∂G) > 3α и ‖ξ − ηα‖ 6 2α, то ηα ∈ G.

Тогда ζα ∈ ∂−

P u(ηα). Из оценки гамильтониана (4.10), определения проксимального супер-

решения и предыдущего неравенства заключаем, что

H(ξ, ζα, uα(ξ)) 6 H(ηα, ζα, u(ηα)) + λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)) 6

6 λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)). (4.11)

Из оценок (4.9) и (4.11) следует, что

〈ζα, f
∗〉 6 λ

‖ξ − ηα‖
2

α2
+ h̃(α, µ)− (1− uα(ξ))ag(ξ, p

∗, q) + ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)) 6

6 λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ h̃(α, µ)− (1− uα(ξ))ag(ξ, p

∗, q) + ag(ξ, p̃, q̃)(u(ηα)− uα(ξ)) +

+ ag(ξ, p∗, q)u(ηα)− ag(ξ, p∗, q)u(ηα) 6

6 λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ ag(ξ, p∗, q)(u(ηα)− 1) + h̃(α, µ) + a(g(ξ, p∗, q)− g(ξ, p̃, q̃))(uα(ξ)− u(ηα)).

Подставляя эту оценку в неравенство (4.8), получаем

uα(ξ + µf ∗) 6 uα(ξ) + µ
[

λ
‖ξ − ηα‖

2

α2
+ ag(ξ, p∗, q)(u(ηα)− 1)

]

+

+ µ
[

h̃(α, µ) + a(g(ξ, p∗, q)− g(ξ, p̃, q̃))
‖ξ − ηα‖

2

2α2

]

6

6 1 + eag(ξ,p
∗,q)µ(uα(ξ)− 1) + µ(2λ− 2ag(ξ, p∗, q)) +

+ aµ
(

g(ξ, p∗, q)− g(ξ, p̃, q̃)
)‖ξ − ηα‖

2

2α2
+ µeag(ξ,p

∗,q)µh(α, µ) =

= 1 + eag(ξ,p
∗,q)µ(uα(ξ)− 1) + µ

(

2λ− ag(ξ, p∗, q)− ag(ξ, p̃, q̃)
)‖ξ − ηα‖

2

2α2
+

+ µeag(ξ,p
∗,q)µh(α, µ) 6 1 + eag(ξ,p

∗,q)µ(uα(ξ)− 1) + µeag(ξ,p
∗,q)µh(α, µ),

где h(α, µ) = e−ag(ξ,p∗,q)µ
(

h̃(α, µ)+ µ2m2

2α2 −2λ+ e2λµ−1
µ

)

. Отметим, что из определения a (3.1)

и условия (A4) следует, что

2λ− ag(ξ, p∗, q)− ag(ξ, p̃, q̃)) = 2λ
(

1−
g(ξ, p∗, q) + g(ξ, p̃, q̃)

b

)

6 0.
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Тогда

uα(ξ + µf ∗) 6 1 + exp

(

a

∫ µ

0

g(x(t), Up
α(x(ti)), q(t)) dt

)

(uα(ξ)− 1) +

+ µ exp

(

a

∫ µ

0

g(x(t), Up
α(x(ti)), q(t)) dt

)

h(α, µ). �

Далее покажем, что построенная проксимальная стратегия Up
α (4.4) дает ε-оптимальный

результат для первого игрока.

Теорема 4.1. Пусть u : clG → [0, 1] — проксимальное суперрешение задачи Дирихле для

уравнения Гамильтона–Якоби (3.2). Пусть D1 ⊂ clG — непустое компактное подмно-

жество, на котором функция − ln(1 − u(·)) ограничена. Тогда для любого ε > 0 су-

ществуют α > 0 и δ > 0 такие, что если diam∆ < δ, то для любого x0 ∈ D1

Jε
1(x0, U

p
α,∆) 6 − ln(1− u(x0))/a+ ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что X̄(x0) — это множество решений дифференциаль-

ного включения

ẋ(t) ∈ co
{

f(x(t), p, q) : p ∈ P, q ∈ Q
}

, x(0) = x0.

Пусть T0 > 0 — верхняя граница функции − ln(1− u(·))/(ab) на D1.

Отметим, что множество K, определенное в (4.5) ограничено, m < ∞ и r < ∞ в фор-

муле (4.6). Выберем параметр регуляризации α и диаметр разбиения δ0, удовлетворяющие

условиям

3α 6 ε, δ0m 6 α, δ0 < α2, α ∈ (0; 1/2). (4.12)

Выберем x0 ∈ D1 и θ = (− ln(1−u(x0))+ε)/(ab). Без ограничения общности будем полагать

ε 6 1, следовательно θ 6 T0 + 1. Сначала введем несколько вспомогательных величин.

Обозначим символом ν(·) модуль непрерывности функции σ̃ и рассмотрим функцию

l(α, δ) = − ln
(

1− [ν(2α) + h(α, δ)(T0 + 1)]eabT0

)

. (4.13)

Дополнительно будем предполагать, что относительно α и δ выполняются неравенства

(T0 + 1)h(α, δ)ear(T0+1) < e2λε − 1; l(α, δ) < εa; ν(2α) + h(α, δ)T0 < 1− u(x0). (4.14)

Здесь r определяется формулой (4.6).

Из свойств функций ν(·) и h(α, δ) следует, что

lim
α→0

ν(2α) = 0, lim
α→0

lim
δ→0

h(α, δ) = 0, lim
α→0

lim
δ→0

l(α, δ) = 0.

Из этих равенств следует, что существуют α1, δ1 такие, что

(T0 + 1)h(α1, δ1)e
ar(T0+1) < e2λε − 1,

существуют α2, δ2 такие, что l(α2, δ2) < εa, и α3 : ν(2α3) + h(α2, δ2)T0 < 1 − u(x0). Вы-

берем α0 = mini=1,2,3{αi}, δ0 = min{δ1, δ2}. Тогда для всех α < α0, δ < δ0 выполнены

неравенства (4.14).

Определим следующие моменты времени:

t̂1 = inf{t ∈ [0, θ] : dist (x(t);M1) 6 ε};

t̂2 = inf{t ∈ [0, θ] : dist (x(t);M2) 6 ε}.
(4.15)
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Возможны три случая:

(1) t̂1 = t̂2 = +∞.

(2) t̂1 < t̂2.

(3) t̂1 > t̂2.

Далее будем опускать аргумент x(·) в τε. Обозначим символом p∗(·) кусочно постоян-

ное управление первого игрока, сформированное стратегией Up
α, движение x(·) порождено

управлением p∗(·) и измеримой реализацией второго игрока q(·).

Случай 1. В этом случае движение x(·) избегает Mε
1 и Mε

2 для всех t > 0. Рассмотрим (4.7)

на отрезке [0, θ]. Применяя неравенство uα(x) 6 u(x), получим

uα(x(θ)) 6 1− (1− uα(x0)) exp
(

a

∫ θ

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt
)

+

+ θ exp

(

a

∫ θ

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

h(α, δ) 6

6 1− (1− u(x0)) exp

(
∫ θ

0

ag(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

+

+ θ exp

(
∫ θ

0

ag(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

h(α, δ) <

< 1− eln(1−u(x0))+abθ + θh(α, δ)earθ < 0.

Последнее неравенство справедливо в силу выбора параметров α и δ (4.12), (4.14). Отсюда

получаем противоречие с uα(x(θ)) > 0.

Случай 2. По определению 2.1 имеем, что τε = t̂1. В этом случае движение x(·) попадает

на множество Mε
1 . Применим лемму 4.1 на интервале [0, τε]:

1− uα(x0) 6 exp

(

−a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

(1− uα(x(τε))) + h(α, δ)τε.

Из [15, Proposition 4] следует, что

u(x) > σ̃(x). (4.16)

Тогда из неравенств (4.16), ‖x(τε)− yα(x(τε))‖ 6 2α, uα(x(τε)) > σ̃(yα(x(τε))), для всех

x ∈ G \Mε
2 приходим к неравенствам

uα(x(τε)) > σ̃(yα(x(τε)))− σ̃(x(τε)) + σ̃(x(τε)) > −ν(2α) + σ̃(x(τε)). (4.17)

Подставляя (4.17) в неравенство (4.7), получим

(

1−u(x0)−ν(2α) exp

(

−a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

)

exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

−

− h(α, δ)τε exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

6 1− σ̃(x(τε)). (4.18)
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Прологарифмируем обе части неравенства (4.18):

ln(1− u(x0)) + a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt 6 ln(1− σ̃(x(τε)))−

− ln

(

1−
ν(2α) exp

(

−a
∫ τε

0
g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

+ h(α, δ)θ

1− u(x0)

)

. (4.19)

Воспользовавшись неравенством 1− u(x0) > e−abT0 , θ < T0 + 1, оценим величину:

− ln

(

1−
ν(2α) exp

(

−a
∫ τε

0
g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

+ h(α, δ)θ

1− u(x0)

)

6

6 − ln
(

1−
[

ν(2α) + h(α, δ)(T0 + 1)
]

eabT0

)

= l(α, δ),

где l(α, δ) определено (4.13). Напомним, что 1 > σ̃(x(τε)), если x(τε) ∈ Mε
1 . Тогда неравен-

ство (4.19) имеет вид

ln(1− u(x0)) + a

∫ τε

0

ag(x(t), p∗(t), q(t)) dt 6 ln(1− σ̃(x(τε)) + l(α, δ),

aσ̂(x(τε)) + a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt 6 − ln(1− u(x0)) + l(α, δ).

Случай 3. В этом случае движение x(·) попадает на множество Mε
2 . По определению 2.1

τε = t̂2. Рассмотрим неравенство (4.7) на интервале [0, τε]. Как следует из (4.7)

1− uα(x0) 6 exp

(

−a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

(1− uα(x(τε))) + h(α, δ)τε.

Воспользовавшись неравенством (4.17), приходим к неравенству

(1− u(x0)) exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

6 1− σ̃(x(τε)) + ν(2α) +

+ h(α, δ)τε exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

. (4.20)

В рассматриваемом случае 1 − σ̃(x(τε)) = 0, так как x(τε) ∈ Mε
2 . Из неравенства (4.20)

следует, что

(1− u(x0)) 6 ν(2α) exp

(

−

∫ τε

0

g(x(t), p∗(t), q(t)) dt

)

+ h(α, δ)θ 6 ν(2α) + h(α, δ)θ. (4.21)

В силу выбора параметров α, δ (4.12), (4.14) выполняется неравенство

(1− u(x0)) > ν(2α) + h(α, δ)θ.

Это противоречит неравенствам (4.21) и u(x0) < 1.
Из рассмотренных случаев следует, что

Jε
1(x0, U

p
α,∆) 6 − ln(1− u(x0))/a+ ε. �

Отметим, что полученная оценка справедлива для любого верхнего проксимального ре-

шения задачи Дирихле. Выбирая минимальное верхнее проксимальное решение, получим

оценку гарантированного результата первого игрока в классе универсальных позиционных

стратегий.
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4.2. Построение субоптимальных универсальных стратегий для второго игрока

Пусть x0 ∈ G, u — проксимальное вязкостное решение задачи (3.2) и u♮(·) — прокси-

мальное субрешение задачи (3.2) такое, что u(x0)−u♮(x0) < ε. Рассмотрим преобразование

функции u♮(·)

vα(x) = max
y∈clG

[u♮(y)− wα(x, y)], (4.22)

где wα удовлетворяет (4.2). Функция y → u♮(y)−wα(x, y) полунепрерывна сверху, следова-

тельно максимум в выражении (4.22) достигается в точке yα такой, что ‖x− yα‖ 6 1.
Выберем непустой компакт

D2 ⊂
{

x ∈ cl (G \D1)
}

. (4.23)

Построим

T0 = min
x∈D2

[

− ln(1− u♮(x))
]

/(ab). (4.24)

Величина ln(1− u♮(x)) для любого x ∈ D2 определена корректно, так как нижнее решение

выбиралось из условия u(x0) − u♮(x0) < ε. Даже если u(x0) = 1, нижнее решение будет

меньше 1, а значит величина ln(1− u♮(x0)) будет большой, но конечной.

Для произвольной точки x0 ∈ D2 построим θ = −(ln(1− u♮(x0)) + ε)/(ab).
Определим следующие множество и величины

K = ∪x0∈D2
{x(t) ∈ R

d : x(·) ∈ X̄(x0), t ∈ [0, T0 + 1]};

m = sup{‖f(x+ h, p, q)‖, x ∈ K, p ∈ P, q ∈ Q, ‖h‖ 6 1};

r = sup{|g(x+ h, p, q)|, x ∈ K, p ∈ P, q ∈ Q, ‖h‖ 6 1}.

(4.25)

Так как расстояние dist (M1;M2) между множествами M1 и M2 больше нуля (нет асимп-

тотического приближения между множествами), то всегда найдется ε1, удовлетворяющее

неравенствам 0 < ε1 < dist (M1;M2). По определению нижнее решение u♮(·) непрерывно

на границе M1. Это значит, что существует такая окрестность границы M1 радиусом ε2, что

внутри этой окрестности нижнее решение непрерывно. В качестве ε0 выберем min{ε1, ε2}.

Тогда нижнее решение u♮(·) непрерывно на множестве M = Mε0
1 ∩ K, где K определе-

но (4.25).

Введем модуль непрерывности на множестве M по правилу:

ωM(ε) = sup
{

|u♮(x1)− u♮(x2)| : x1, x2 ∈ M, ‖x1 − x2‖ 6 ε
}

.

Лемма 4.2. Пусть для произвольной тройки (x(·), p(·), q(·)) ∈ X(x0, V
p
α ,∆), x0 ∈ D2, ti ∈ ∆,

ti < θ и dist (x(ti); ∂G) > 3α. Тогда для любого t ∈ [ti, ti+1] ∩ [0; θ] справедливо неравенство

1−vα(x(ti)) > exp

(

−a

∫ t

ti

g(x(t), p(t), V p
α (x(ti))) dt

)

(1−vα(x(t)))− (t− ti)h(α, δ), (4.26)

где h(α, δ) > 0 не зависит от x0 и тройки (x(·), p(·), q(·)), lim
α→0

lim
δ→0

h(α, δ) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4.2 аналогично доказательству леммы 4.1 и приводиться

в статье не будет.

Теорема 4.2. Пусть u♮ : clG → [0, 1] — проксимальное субрешение задачи Дирихле для урав-

нения Гамильтона–Якоби (3.2). Пусть D2 ⊂ clG — непустое компактное подмножество,



Е. А. Колпакова 571

удовлетворяющее (4.23). Тогда существуют ε > 0, α > 0 и δ > 0 такие, что для произ-

вольного разбиения ∆ c диаметром diam∆ < δ, для любого x0 ∈ D2 справедлива оценка

Jε
2(x0, V

p
α ,∆) > − ln(1− u♮(x0)) + l(α, δ, ε),

где V p
α (x) = q0(x, ζ(x), vα(x)) — проксимальная позиционнная стратегия второго игрока,

q0 определено формулой (4.3), lim
α,δ,ε→0

l(α, δ, ε) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем разбиение ∆ такое, что diam∆ = δ < δ0. Оно порож-

дает множество пошаговых движений X(x0, V
p
α ,∆). Рассмотрим тройку (x(·), p(·), q∗(·)) ∈

X(x0, V
p
α ,∆), где q∗ — кусочно постоянное управление второго игрока, сформированное

стратегией V p
α .

Пусть

l(α, δ, ε) = ln
(

1−
[

ν(2α) + h(α, δ)T0e
arT0 + ωMε0 (ε) + λσ̃ε

]

eaΣ
)

,

где λσ̃ константа Липшица для функции σ̃ на множестве Mε0 , r — константа в (4.25), Σ —

константа из (A5), T0 определено (4.24). Отметим, что

lim
α,δ,ε→0

l(α, δ, ε) = 0.

Выберем параметры α, δ, ε таким образом, чтобы

∀ ε ∈ [0, ε0]
[

ν(2α) + (ε+ h(α, δ))T0e
arT0 + ωMε0 (ε) + λσ̃ε

]

< e−aΣ.

Далее для упрощения записи будем опускать аргумент в τε.
Рассмотрим следующие случаи поведения пошаговой траектории x(·), которые опреде-

ляются моментами t̂1, t̂2, определенными (4.15):

(1) t̂1 = t̂2 = +∞; движение x(·) избегает множеств Mε
1 и Mε

2 для всех t > 0;

(2) t̂1 > t̂2; движение x(·) попадает на множество Mε
2 в момент t̂2 и избегает множе-

ства Mε
1 на интервале [0, t̂2];

(3) t̂1 < t̂2; движение x(·) попадает на множество Mε
1 в момент t̂1 и избегает множе-

ства Mε
2 на интервале [0, t̂1].

Случай 1. Поскольку τε = +∞, то τε > θ. Отсюда справедливо неравенство

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t))) dt >

∫ θ

0

bdt = θb = −(ln(1− u♮(x0)) + ε)/a,

в силу выбора θ. Напомним, что σ̂(x(τε)) > 0, следовательно,

σ̂(x(τε)) +

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t))) dt > −(ln(1− u♮(x0)) + ε)/a.

Случай 2. Второй игрок попадает на множество Mε
2 , но избегает множество Mε

1 . Таким

образом, τε = t̂2, σ̂(x(τε)) = +∞ и

σ̂(x(τε)) +

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt = +∞ > −(ln(1− u♮(x0)) + ε)/a.
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Случай 3. В этом случае τε = t̂1.
Из (4.22) следует, что

vα(x0) > u♮(x0). (4.27)

Из определений vα и yα следует

vα(x(τε)) = u♮(yα(x(τε)))− wα(yα(x(τε)), x(τε)).

Из полунепрерывности сверху субрешения u♮ и оценки ‖yα(x)− x‖ 6 2α [1] получаем, что

для произвольного компактного множества N ⊂ G, существует число ν(α) такое, что

∀x ∈ N u♮(yα(x)) 6 u♮(x) + ν(2α), lim
α→0

ν(α) = 0. (4.28)

Из определения vα следует, что u♮(yα(x)) > vα(x). Применяя это неравенство и (4.28),

получаем

vα(x(τε)) < u♮(x(τε)) + ν(2α). (4.29)

Обозначим символом A следующую величину:

A =

(

1− u♮(x0) + h(α, δ)τε + ν(2α) exp

(

−a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗) dt

)

)

.

Подставим неравенства (4.27), (4.29) в (4.26) на интервале [0, τε]:

A exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

> 1− u♮(x(τε)).

Найдем точку x∗ ∈ M1 такую, что

‖x(τε)− x∗‖ = dist (x(τε);M1) = ε.

Cубрешение u♮ равномерно непрерывно на Mε0
1 , так как оно непрерывно на компактном

множестве M . Следовательно можно воспользоваться модулем непрерывности функции u♮

и получить оценку

|u♮(x(τε))− σ̃(x∗)| 6 ωM
ε0
1

(ε).

Из липшицевости функции σ̃(·) на компакте следует, что

|σ̃(x∗)− σ̃(x(τε))| 6 λσ̃‖x
∗ − x(τε)‖ = λσ̃ε.

Подставим полученную оценку в неравенство

1− u♮(x(τε)) + σ̃(x∗) + (σ̃(x(τε))− σ̃(x∗))− σ̃(x(τε)) > 1−ωMε0 (ε)− λσ̃ε− σ̃(x(τε)). (4.30)

Подставляя (4.30) в формулу (4.26), приходим к неравенству

(

1−u♮(x0)+h(α, δ)τε
)

exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

+
[

ν(2α)+ωMε0 (ε)+λσ̃ε
]

> 1−σ̃(x(τε)).

(4.31)

Отметим, что если 1−u♮(x0) < ε, то случай 3 невозможен. Действительно, в этом случае

неравенство (4.31) имеет вид

(

ε+ h(α, δ)τε
)

exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

+
[

ν(2α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε
]

> 1− σ̃(x(τε)).
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В силу выбора параметров α, δ, ε, справедливо неравенство

(

ε+ h(α, δ)τε
)

exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

+
[

ν(α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε
]

< 1− σ̃(x(τε)).

Приходим к противоречию с (4.26).

Далее рассмотрим случай, когда 1 − u♮(x0) > ε. Обозначим символом B следующее

выражение

B = h(α, δ)τε exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

+ ν(2α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε.

Неравенство (4.31) эквивалентно следующему неравенству

exp
(

ln(1− u♮(x0))
)

exp

(

a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt

)

> e−aσ̂(x(τε))
(

1− Beaσ̂(x(τε))
)

. (4.32)

Справедливо

1− Beaσ̂(x(τε)) > 1−
[

h(α, δ)T0e
arT0 + ν(2α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε

]

eaΣ.

Следовательно,

ln
(

1−Beaσ̂(x(τε))
)

> ln
(

1−
[

h(α, δ)T0e
arT0 + ν(2α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε

]

eaΣ
)

.

Прологарифмируем (4.32), подставляя полученные неравенства:

ln(1− u♮(x0)) + a

∫ τε

0

g(x(t), p(t), q∗(t)) dt >

> −aσ̂(x(τε)) + ln
(

1−
[

h(α, δ)T0e
arT0 + ν(2α) + ωMε0 (ε) + λσ̃ε

]

eaΣ
)

=

= −aσ̂(x(τε)) + l(α, δ, ε).

Комбинируя все предыдущие случаи, приходим к выводу

Jε
2(x0, V

p
α ,∆) > − ln(1− u♮(x0))− l(α, δ, ε). �

Пусть {un
♮ }

∞

n=1 — последовательность нижних проксимальных решений задачи Дирих-

ле такая, что lim
n→∞

un
♮ (x0) = u(x0), где u(·) — проксимальное вязкостное решение задачи

Дирихле. Для каждого n справедлива оценка

Jε
2(x0, V

p
α ,∆) > − ln(1− un

♮ (x0))− ln(α, δ, ε).

Согласно свойству функции ln имеем, что lim
α,δ,ε→0

ln(α, δ, ε) = 0. Тогда, переходя к пределу

при α, δ, ε → 0, получим

J0
2 (x0) > − ln(1− un

♮ (x0)).

Переходя к поточечному пределу при n → ∞, получим

lim
n→∞

J0
2 (x0) > lim

n→∞

− ln(1− un
♮ (x0)) = − ln(1− u(x0)).

В частности, если u(x0) = 1, то имеем неравенство J0
2 (x0) = +∞ = − ln(1− u(x0)).

Финансирование. Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском ма-

тематическом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-

ния Российской Федерации (номер соглашения 075-02-2025-1549).
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A two-player differential game with an unfixed endpoint is considered. A special feature of the game is the

presence of not only a target set but also a lifeline. If the second player steers the lifeline, then the payoff

equals infinity. The payoff functional depends on the trajectory of the players and their controls. Special

cases of the differential game under consideration are the pursuit–evasion game and time-optimal game.

Universal positional strategies are constructed for the game under consideration under the assumption that

the Dirichlet problem for the Hamilton–Jacobi equation, related to the differential game, admits a viscosity

proximal solution. The construction of universal strategies is based on the concept of a proximal gradient

and utilizes the Krasovsky–Subbotin approach. The universality of positional strategies means that for

any initial point from a compact set, the feedback strategy is equally effective. In addition, theorems on

the evaluation of the guaranteed result of the players are proved.
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